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1 Legendre関数の母関数

Legendre多項式に対する Rodriguesの公式

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n ( n = 0, 1, 2, . . . ).

と複素関数論のGoursatの公式より

Pn(x) =
1

2n+1πi

∮

C

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz

が成り立つ．ただし，C は複素 z 平面内の点 z = xの周りを一周する閉積分路である．これより，

tを実数パラメタとして，

∞
∑

n=0

tnPn(x) =

∞
∑

n=0

tn

2n+1πi

∮

C

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz =

1

2πi

∮

C

1

z − x

∞
∑

n=0

{

t(z2 − 1)

2(z − x)

}n

dz

=
1

2πi

∮

C

1

z − x
·

1

1−
t(z2 − 1)

2(z − x)

dz =
−1

iπt

∮

C

dz

z2 − (2/t)z + 2x/t− 1

を得る．2 番目の等号において，|t| は十分小さいと仮定すれば，
∞
∑

n=0

{

t(z2 − 1)

2(z − x)

}n

は一様収束

し，積分と無限和の操作は交換可能である 1．被積分関数の分母に現れる z についての 2次関数

z2 − (2/t)z + 2x/t − 1 の 2根を z± =
1

t
{1 ±

√

1− 2xt+ t2} とすれば，t → 0のとき，z+ →
∞, z− → x である．したがって，|t|が十分小さければ，複素積分の被積分関数は C 及びその内

部において，1位の極 z = z−を除いて正則である．よって，留数定理より

−1

iπt

∮

C

dz

z2 − (2/t)z + 2x/t− 1
=

−2/t

z− − z+
=

1√
1− 2xt+ t2

を得る．

Legendre関数の母関数表示✓ ✏
∞
∑

n=0

tnPn(x) =
1√

1− 2xt+ t2
( |t| < 1, |x| ≦ 1 ).

✒ ✑

1実は |t| を「十分小さく」取らなくても，|t| < 1かつ |x| ≦ 1 ならば級数は一様収束するようにできる．[3] §2.3 を参
照すること．
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2 Legendreの微分方程式

Legendreの微分方程式✓ ✏
u = Pn(x)は次の方程式を満たす：

d

dx

{

(1 − x2)
du

dx

}

+ n(n+ 1)u = 0. (1)

✒ ✑

証明 [1] §10を参考にした．

X = 1− x2, Kn = (−1)n2nn!, D =
d

dx
(2)

とおく．Leibnizの公式

Dn(fg) =

n
∑

m=0

(

n

m

)

Dm f Dn−m g,

(

n

m

)

= nCm =
n!

m!(n−m)!

を繰り返し適用することにより，

Dn+1[X D[Xn]] =X Dn+2[Xn] + (n+ 1)D[X ] Dn+1[Xn] +

(

n+ 1

2

)

D2[X ] Dn[Xn]

=X D2 ·D[Xn] + (n+ 1)X ′D ·Dn[Xn] +

(

n+ 1

2

)

X ′′Dn[Xn]

（Dn[Xn] = KnPn(x)であるから）

=Kn

{

XP ′′

n + (n+ 1)X ′P ′

n +

(

n+ 1

2

)

X ′′Pn

}

を得る．一方，

Dn+1[X D[Xn]] = Dn+1[X D[X ·Xn−1]]

= Dn+1[X
{

D[X ]Xn−1 +X · (n− 1)X ′Xn−2
}

] = Dn+1 [XnD[X ] + (n− 1)X ′Xn]

= Dn+1 [{K1P1 + (n− 1)X ′}Xn]

= {K1P1 + (n− 1)X ′}Dn+1[Xn] + (n+ 1){K1P
′

1 + (n− 1)X ′′}Dn[Xn]

=Kn [{K1P1 + (n− 1)X ′}D[KnPn] + (n+ 1){K1 + (n− 1)X ′′}Pn]

である．上の 2式は等しいから，少々計算することにより，

XP ′′

n + (2X ′ −K1P1)P
′

n − (n+ 1)

(

K1 +
n− 2

2
X ′′

)

Pn = 0

を得る．これに (2)を代入することにより，u = Pn(x)は微分方程式 (1)を満たすことがわかる．
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3 Legendre多項式の漸化式

Legendre多項式の漸化式✓ ✏
上昇演算子 T (n)，下降演算子 T(n) をそれぞれ

T (n) = −
(

1− x2

n+ 1

d

dx
− x

)

, T(n) =
1− x2

n

d

dx
+ x

で定義すれば，

T (n)Pn(x) = Pn+1(x), T(n)Pn(x) = Pn−1(x)

が成り立つ．すなわち，次の漸化式が成り立つ：

(n+ 1)Pn+1 = (x2 − 1)P ′

n(x) + (n+ 1)xPn(x), (3)

nPn−1(x) = − (x2 − 1)P ′

n(x) + nxPn(x). (4)

✒ ✑

証明 [2] §20による．Rodriguesの公式より，

P ′

n(x) =
1

2nn!
Dn+1[(x2 − 1)n] =

1

2nn!
Dn[2nx(x2 − 1)n]

=
1

2n−1(n− 1)!
Dn[x(x2 − 1)n−1]

=
1

2n−1(n− 1)!
{xDn[(x2 − 1)n−1] + nDn−1[(x2 − 1)n−1]}

を得る．両辺に (x2 − 1)を掛けて微分すれば，u = Pn(x)が微分方程式 (1)を満たすことにより，

D[(x2 − 1)P ′

n] = D[x(x2 − 1)P ′

n−1] + nD[(x2 − 1)Pn−1]

= xD[(x2 − 1)P ′

n−1] + (x2 − 1)P ′

n−1 + nD[(x2 − 1)Pn−1],

n(n+ 1)Pn = n(n− 1)xPn−1 + (x2 − 1)P ′

n−1 + n(x2 − 1)P ′

n−1 + 2nxPn−1

= n(n+ 1)xPn−1 + (n+ 1)(x2 − 1)P ′

n−1

により，漸化式 (3)を得る．

漸化式 (4)は，漸化式 (3)と三項漸化式

Pn+1(x) =
2n+ 1

n+ 1
Pn(x) −

n

n+ 1
Pn−1(x)

から Pn+1(x)を消去することにより得る．
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