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✓ ✏
第 1問 f(x)を次で定義される周期 2πの周期関数とする．

f(x) = π − |x| (−π ≦ x < π ).

1. f(x)の実 Fourier級数を求めよ．

2. f(x)の複素 Fourier級数を求めよ．

3. 前問までの結果を用いて，級数

∞
∑

m=0

1

(2m+ 1)2
を求めよ．

4. Parsevalの等式を用いて，級数

∞
∑

m=0

1

(2m+ 1)4
を求めよ．

✒ ✑
1.

f(x) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

an =
1

π

∫

π

−π

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

∫

π

−π

f(x) sinnxdx.

f(x)は偶関数であるから，bn = 0，

an =
2

π

∫

π

0

f(x) cosnxdx =
2

π

∫

π

0

(π − x) cosnxdx.

n 6= 0に対しては，部分積分により，

an =
2

πn

∫

π

0

(π − x)(sinnx)′dx

=
2

πn

{[

(π − x) sinnx

]

π

0

+

∫

π

0

sinnxdx

}

=
2{1− (−1)n}

πn2

=











0 n：偶数
4

π(2m+ 1)2
n = 2m+ 1（奇数，m = 0, 1, 2, . . .）.

a0 =
2

π

∫

π

0

(π − x)dx = π.

∴ f(x) =
π

2
+

4

π

∞
∑

m=0

cos(2m+ 1)x

(2m+ 1)2
. (1)

2.

f(x) =
π

2
+

2

π

∞
∑

m=0

ei(2m+1)x + e−i(2m+1)x

(2m+ 1)2
=

π

2
+

2

π

∞
∑

m=−∞

ei(2m+1)x

(2m+ 1)2
.

1



3. 式 (1)に x = 0を代入して，

π =
π

2
+

4

π

∞
∑

m=0

1

(2m+ 1)2
, ∴

∞
∑

m=0

1

(2m+ 1)2
=

π2

8
.

4. 2.で得られた複素 Fourier級数を f(x) =

∞
∑

n=−∞

cne
inx とおくと，Parsevalの等式より

∫

π

−π

|f(x)|2dx = 2π

∞
∑

n=−∞

|cn|
2.

左辺 =

∫

π

−π

(π − |x|)2dx = 2

∫

π

0

(π − x)2dx =
2

3
π2,

右辺 = 2π

{

(π

2

)2

+
4

π2

∞
∑

m=−∞

1

(2m+ 1)4

}

=
π3

2
+

8

π

∞
∑

m=−∞

1

(2m+ 1)4

=
π3

2
+

16

π

∞
∑

m=0

1

(2m+ 1)4
,

∴

∞
∑

m=0

1

(2m+ 1)4
=

π4

96
.

✓ ✏
第 2問 f(x)を次で定義される周期 2πの周期関数とする．

f(x) = coshx (−π ≦ x < π ).

1. f(x)の複素 Fourier級数を求めよ．

2. f(x)の実 Fourier級数を求めよ．

3. 前問までの結果を用いて，級数

∞
∑

n=1

1

1 + n2
を求めよ．

4. Parsevalの等式を用いて，級数

∞
∑

n=1

1

(1 + n2)2
を求めよ．

✒ ✑
1.

f(x) =

∞
∑

n=−∞

cne
inx,

cn =
1

2π

∫

π

−π

f(x)e−inxdx =
1

4π

∫

π

−π

{

e(1−in)x + e−(1+in)x
}

dx =
1

π
sinhπ

(−1)n

1 + n2
.

∴ f(x) =
1

π
sinhπ

∞
∑

n=−∞

(−1)neinx

1 + n2
.

2.

f(x) =
1

π
sinhπ

{

1 +

∞
∑

n=1

(−1)n(einx + e−inx)

1 + n2

}

=
1

π
sinhπ

{

1 + 2

∞
∑

n=1

(−1)n

1 + n2
cosnx

}

.

(2)
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3. 式 (2)で x = πとおいて，

coshπ =
1

π
sinhπ

(

1 + 2

∞
∑

n=1

1

1 + n2

)

, ∴

∞
∑

n=1

1

1 + n2
=

1

2
(π cothπ − 1).

4. Parsevalの等式より
∫

π

−π

|f(x)|2dx = 2π
∞
∑

n=−∞

|cn|
2.

左辺 =

∫

π

−π

cosh2 xdx = 2

∫

π

0

cosh2 xdx =

∫

π

0

(1 + cosh 2x)dx

= π +
1

2
sinh 2π = π + sinhπ coshπ,

右辺 = 2π

(

1

π
sinhπ

)2 ∞
∑

n=−∞

1

(1 + n2)2
=

2

π
sinh2 π

∞
∑

n=−∞

1

(1 + n2)2
,

∞
∑

n=−∞

1

(1 + n2)2
= 1 + 2

∞
∑

n=1

1

(1 + n2)2
=

π2

2 sinh2 π
+

π

2
cothπ,

∴

∞
∑

n=1

1

(1 + n2)2
=

1

2

(

π2

2 sinh2 π
+

π

2
cothπ − 1

)

.
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