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注意

• 試験時間は 60分間である．

• 筆記用具以外の持ち込み不可．
✓ ✏
第 1問 次の関数の x = 0における Taylor級数展開を例に従って記せ．

(1) cosx (2) sinx (3) (1 + x)α（αは定数） (4) log(1 + x)

例 expx =

∞
∑

n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+ · · ·

✒ ✑
(1) cosx =

∞
∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · · ,

(2) sinx =

∞
∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · ,

(3) (1 + x)α =
∞
∑

n=0

(

α

n

)

xn = 1 + αx+
α(α − 1)

2!
x2 + · · ·

((

α

0

)

= 1,

(

α

n

)

=
α(α − 1) · · · (α− n+ 1)

n!
( n = 1, 2, . . . )

)

(4) log(1 + x) =

∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
xn = x− x2

2
+

x3

3
− · · · .

✓ ✏
第 2問 次のべき級数の収束半径を求めよ．

(1)

∞
∑

n=0

(2n − 1)xn (2)

∞
∑

n=1

(

1 +
1

n

)n2

xn

(3)

∞
∑

n=0

(
√
n+ 1−

√
n)xn (4)

∞
∑

n=0

(α)n
(γ)n

xn

n!
（合流型超幾何級数）

（注）Pochhammerの記号 (a)0 = 1, (a)n = a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1) ( n = 1, 2, . . . ).

✒ ✑
以下，収束半径を Rと記す．

(1). an = 2n − 1と置くと，

1

R
= lim

n→

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

2n+1 − 1

2n − 1
= lim

n→∞

2− 2−n

1− 2−n
= 2, ∴ R =

1

2
.

(2). an =
(

1 + 1
n

)n2

と置くと，

1

R
= lim

n→∞

n

√

|an| = lim
n→∞

(

1 +
1

n

)n

= e, ∴ R = e−1.

1



(3). an =
√
n+ 1−√

nと置くと，

an =
(
√
n+ 1−√

n)(
√
n+ 1 +

√
n)√

n+ 1 +
√
n

=
(n+ 1)− n√
n+ 1 +

√
n
=

1√
n+ 1 +

√
n
,

1

R
= lim

n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→

√
n+ 1 +

√
n√

n+ 2 +
√
n+ 1

= lim
n→

√
1 + n−1 + 1√

1 + 2n−1 +
√
1 + n−1

= 1, ∴ R = 1.

(4). an = (α)n
(γ)nn!

と置くと，

1

R
= lim

n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

(α+ n)

(γ + n)(n+ 1)
= 0, ∴ R = ∞.

✓ ✏
第 3問 kを 0 < k < 1なる定数とする．

1.
1√

1− k2x2
の x = 0における Taylor級数展開を求めよ．

2. 第 1種完全楕円積分
∫ π/2

0

dθ
√

1− k2 sin2 θ

を kのべき級数で表わせ．

以上の問題では，次の記号を用いてよい．

(2n)!! = (2n)(2n− 2) · · · 4 · 2, (2n+ 1)!! = (2n+ 1)(2n− 1) · · · 3 · 1, 0!! = (−1)!! = 1.

また，次の公式を用いてよい．

∫ π/2

0

sin2n θdθ =
(2n− 1)!!

(2n)!!

π

2
( n = 1, 2, . . . ).

✒ ✑
1. 第１問 (3)を用いて，

1√
1− k2x2

= (1− k2x2)−1/2

= 1 +

(

−1

2

)

(−k2x2) +
1

2!

(

−1

2

)(

−3

2

)

(−k2x2)2 +
1

3!

(

−1

2

)(

−3

2

)(

−5

2

)

(−k2x2)3 + · · ·

=

∞
∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
k2nx2n.

2. (1)の結果より

1
√

1− k2 sin2 θ
=

∞
∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
k2n sin2n θ.

この両辺を（項別）積分すればよい（右辺において，

∣

∣

∣

∣

(2n− 1)!!

(2n)!!
k2n sin2n θ

∣

∣

∣

∣

≦ k2n
(

0 ≦ θ ≦
π

2

)

,

∞
∑

n=0

k2n < ∞

2



であるから，WeierstrassのM-判定法により，右辺の級数は 0 ≦ θ ≦ π/2で一様収束し，項

別積分が可能である）．ヒントの公式を用いれば，ただちに

∫ π/2

0

dθ
√

1− k2 sin2 θ
=

π

2

∞
∑

n=0

{

(2n− 1)!!

(2n)!!

}2

k2n

を得る．
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