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（復習）テータ関数

テータ関数．

Im τ > 0, q = exp(iπτ).

ϑ1(v) = ϑ1(v |τ) = − i

∞
∑

n=−∞

(−1)nq(n+1/2)2 exp((2n + 1)πiv),

ϑ2(v) = ϑ2(v |τ) =

∞
∑

n=−∞

q(n+1/2)2 exp((2n + 1)πiv),

ϑ3(v) = ϑ3(v |τ) =

∞
∑

n=−∞

qn
2

exp(2nπiv),

ϑ0(v) = ϑ0(v |τ) =

∞
∑

n=−∞

(−1)nqn
2

exp(2nπiv).

楕円関数はテータ関数を用いて表される．

楕円関数は加法定理を満たす．

テータ関数は加法公式を満たす．
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（復習）Riemannのテータ関係式

Riemannのテータ関係式：テータ関数の加法公式の出発点

(RI)

4
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ϑ3(vi ) +

4
∏
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ϑ0(vi ) +
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ϑ1(vi ) +

4
∏

i=1

ϑ2(vi ) = 2

4
∏

i=1

ϑ3(v
′

i
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(RII)

4
∏

i=1

ϑ3(vi ) +

4
∏

i=1

ϑ0(vi )−

4
∏

i=1

ϑ1(vi )−

4
∏

i=1

ϑ2(vi ) = 2

4
∏

i=1

ϑ0(v
′

i
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(RIII)

4
∏

i=1

ϑ3(vi )−

4
∏

i=1

ϑ0(vi ) +

4
∏

i=1

ϑ1(vi )−

4
∏

i=1

ϑ2(vi ) = 2

4
∏

i=1

ϑ1(v
′

i
),

(RIV)

4
∏

i=1

ϑ3(vi )−

4
∏

i=1

ϑ0(vi )−

4
∏

i=1

ϑ1(vi ) +

4
∏

i=1

ϑ2(vi ) = 2

4
∏

i=1

ϑ2(v
′

i
),

v ′

1 =
1

2
(v1 + v2 + v3 + v4), v ′

2 =
1

2
(v1 + v2 − v3 − v4),

v ′

3 =
1

2
(v1 − v2 + v3 − v4), v ′

4 =
1

2
(v1 − v2 − v3 + v4).
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（復習）Riemannのテータ関係式

行列・ベクトルを用いて書き直すと，暗記しやすくなる．

Riemannのテータ関係式
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（復習）テータ関数の加法公式

Riemannのテータ関係式と次のテータ関数の変数シフト公式から，
テータ関数の種々の加法公式が得られる．

テータ関数の変数シフト公式



















ϑ1(v + 1/2) = ϑ2(v)

ϑ2(v + 1/2) = − ϑ1(v)

ϑ3(v + 1/2) = ϑ0(v)

ϑ0(v + 1/2) = ϑ3(v).



























ϑ1(v + τ/2) = iq
−1/4

e
−iπvϑ0(v)

ϑ2(v + τ/2) = q
−1/4

e
−iπvϑ3(v)

ϑ3(v + τ/2) = q
−1/4

e
−iπvϑ2(v)

ϑ0(v + τ/2) = iq
−1/4

e
−iπvϑ1(v).



























ϑ1(v + 1/2 + τ/2) = q
−1/4

e
−iπvϑ3(v)

ϑ2(v + 1/2 + τ/2) = − iq
−1/4

e
−iπvϑ0(v)

ϑ3(v + 1/2 + τ/2) = iq
−1/4

e
−iπvϑ1(v)

ϑ0(v + 1/2 + τ/2) = q
−1/4

e
−iπvϑ2(v).
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今回やること

今回やること

Jacobi楕円関数をテータ関数を用いて再定義する．

そして，テータ関数で定義された Jacobi楕円関数が
従来の Jacobi楕円関数の公式を満たすことを，
テータ関数の加法公式を用いて示す．

加法定理．

sn2 u + cn2 u = 1, k2 sn2 u + dn2 u = 1.

微分方程式
d

du
sn u = cn u dn u.

（複素数）母数 k を先に与えたとき，

k =
ϑ2
2

ϑ2
3

=
ϑ2
2(0|τ)

ϑ2
3(0|τ)

=

(

テータ関数で
定義された母数

)

.
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Jacobi楕円関数の再定義

テータ関数を用いた Jacobi楕円関数の定義

sn u =
ϑ3

ϑ2

ϑ1(u/2K )

ϑ0(u/2K )
, cn u =

ϑ0

ϑ2

ϑ2(u/2K )

ϑ0(u/2K )
,

dn u =
ϑ0

ϑ3

ϑ3(u/2K )

ϑ0(u/2K )
,

k =
ϑ2
2

ϑ2
3

, k ′ =
ϑ2
0

ϑ2
3

, K =
π

2
ϑ2
3, K ′ = −iτK .

複素数の母数 k に対して Jacobi楕円関数を定義できる．
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snの加法定理

ここでは，snの加法定理を証明する．

sn(u1 + u2) =
sn u1 cn u2 dn u2 + sn u2 cn u1 dn u1

1− k2 sn2 u1 sn2 u2
.

∗ cn, dnの加法定理は補遺で証明する．
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snの加法定理

ここでは，snの加法定理を証明する．

sn(u1 + u2) =
sn u1 cn u2 dn u2 + sn u2 cn u1 dn u1

1− k2 sn2 u1 sn2 u2
.

∗ cn, dnの加法定理は補遺で証明する．

テータ関数の等式に書き直すと（v = u1/2K ,w = u2/2K とおいて），

snの加法定理

ϑ2ϑ3

ϑ2
0

ϑ1(v + w)

ϑ0(v + w)
=

ϑ1(v)ϑ0(v)ϑ2(w)ϑ3(w) + ϑ2(v)ϑ3(v)ϑ1(w)ϑ0(w)

ϑ2
0(v)ϑ

2
0(w)− ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w)

.

これを証明すればよい．
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snの加法定理

Riemannのテータ関係式

(RII)
4
∏

i=1

ϑ3(vi ) +
4
∏

i=1

ϑ0(vi )−
4
∏

i=1

ϑ1(vi )−
4
∏

i=1

ϑ2(vi ) = 2
4
∏

i=1

ϑ0(v
′

i ),

(RIII)
4
∏

i=1

ϑ3(vi )−
4
∏

i=1

ϑ0(vi ) +
4
∏

i=1

ϑ1(vi )−
4
∏

i=1

ϑ2(vi ) = 2
4
∏

i=1

ϑ1(v
′

i )

v1 = v2 = v , v3 = v4 = w とおくと v ′

1 = v + w , v ′

2 = v − w , v ′

3 = v ′

4 = 0
となり，ϑ1(0) = 0にも注意して，

ϑ2
3(v)ϑ

2
3(w) + ϑ2

0(v)ϑ
2
0(w)− ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w) − ϑ2

2(v)ϑ
2
2(w) = 2ϑ2

0ϑ0(v + w)ϑ0(v − w),

ϑ2
3(v)ϑ

2
3(w)− ϑ2

0(v)ϑ
2
0(w) + ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w) − ϑ2

2(v)ϑ
2
2(w) = 0.

テータ関数の加法公式 (1)

∴ ϑ2
0ϑ0(v + w)ϑ0(v − w) = ϑ2

0(v)ϑ
2
0(w)− ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w)

= ϑ2
3(v)ϑ

2
3(w)− ϑ2

2(v)ϑ
2
2(w).
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snの加法定理

証明すべき式

ϑ2ϑ3

ϑ2
0

ϑ1(v + w)

ϑ0(v + w)
=

ϑ1(v)ϑ0(v)ϑ2(w)ϑ3(w) + ϑ2(v)ϑ3(v)ϑ1(w)ϑ0(w)

ϑ2
0(v)ϑ

2
0(w)− ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w)

,

そして今，次の式が得られた．

ϑ2
0ϑ0(v + w)ϑ0(v − w) = ϑ2

0(v)ϑ
2
0(w)− ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w). (1)
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snの加法定理

証明すべき式

ϑ2ϑ3

ϑ2
0

ϑ1(v + w)

ϑ0(v + w)
=

ϑ1(v)ϑ0(v)ϑ2(w)ϑ3(w) + ϑ2(v)ϑ3(v)ϑ1(w)ϑ0(w)

ϑ2
0(v)ϑ

2
0(w)− ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w)

,

そして今，次の式が得られた．

ϑ2
0ϑ0(v + w)ϑ0(v − w) = ϑ2

0(v)ϑ
2
0(w)− ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w). (1)

したがって，次の式を証明すればよい．

テータ関数の加法公式 (2)

ϑ2ϑ3ϑ1(v + w)ϑ0(v − w)

= ϑ1(v)ϑ0(v)ϑ2(w)ϑ3(w) + ϑ2(v)ϑ3(v)ϑ1(w)ϑ0(w).
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snの加法定理

Riemannのテータ関係式

(RI)

4
∏

i=1

ϑ1(vi ) +

4
∏

i=1

ϑ2(vi ) +

4
∏

i=1

ϑ3(vi ) +

4
∏

i=1

ϑ0(vi ) = 2

4
∏

i=1

ϑ3(v
′

i ).

v1 → v1, v2 → v2 +
τ

2
, v3 → v3 +

1

2
, v4 → v4 +

1

2
+

τ

2

とすれば

v
′

1 → v
′

1 +
1

2
+

τ

2
, v

′

2 → v
′

2 −
1

2
, v

′

3 → v
′

3 −
τ

2
, v

′

4 → v
′

4

となり，テータ関数の変数シフト公式を使って次の式を得る．

ϑ1(v1)ϑ0(v2)ϑ2(v3)ϑ3(v4) + ϑ0(v1)ϑ1(v2)ϑ3(v3)ϑ2(v4)

+ϑ2(v1)ϑ3(v2)ϑ1(v3)ϑ0(v4) + ϑ3(v1)ϑ2(v2)ϑ0(v3)ϑ1(v4)

= 2ϑ1(v
′

1)ϑ0(v
′

2)ϑ2(v
′

3)ϑ3(v
′

4).
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snの加法定理

ϑ1(v1)ϑ0(v2)ϑ2(v3)ϑ3(v4) + ϑ0(v1)ϑ1(v2)ϑ3(v3)ϑ2(v4)

+ϑ2(v1)ϑ3(v2)ϑ1(v3)ϑ0(v4) + ϑ3(v1)ϑ2(v2)ϑ0(v3)ϑ1(v4)

= 2ϑ1(v
′

1)ϑ0(v
′

2)ϑ2(v
′

3)ϑ3(v
′

4).

v1 = v2 = v , v3 = v4 = w

とおくと
v
′

1 = v + w , v
′

2 = v − w , v
′

3 = v
′

4 = 0

となり，

ϑ1(v)ϑ0(v)ϑ2(w)ϑ3(w) + ϑ2(v)ϑ3(v)ϑ1(w)ϑ0(w)

= ϑ2ϑ3ϑ1(v + w)ϑ0(v − w).

これは求める等式である．ゆえに，snの加法定理が証明された．
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sn2 u + cn2 u = 1

sn2 u + cn2 u = 1にテータ関数による sn u, cn u の定義を代入すると，

ϑ2
3

ϑ2
2

ϑ2
1(v)

ϑ2
0(v)

+
ϑ2
0

ϑ2
2

ϑ2
2(v)

ϑ2
0(v)

= 1.

sn2 u + cn2 u = 1

ϑ2
3ϑ

2
1(v) + ϑ2

0ϑ
2
2(v) = ϑ2

2ϑ
2
0(v).

証明すべきはこの等式である．
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sn2 u + cn2 u = 1

Riemannのテータ関係式

(RIV)

4
∏

i=1

ϑ3(vi )−
4
∏

i=1

ϑ0(vi )−
4
∏

i=1

ϑ1(vi ) +

4
∏

i=1

ϑ2(vi ) = 2

4
∏

i=1

ϑ2(v
′

i )

v1 → v1, v2 → v2, v3 → v3 +
1

2
+

τ

2
, v4 → v4 +

1

2
+

τ

2

とすると次の式を得る．

ϑ3(v1)ϑ3(v2)ϑ1(v3)ϑ1(v4) + ϑ1(v1)ϑ1(v2)ϑ3(v3)ϑ3(v4)

+ϑ0(v1)ϑ0(v2)ϑ2(v3)ϑ2(v4) + ϑ2(v1)ϑ2(v2)ϑ0(v3)ϑ0(v4)

= 2ϑ0(v
′

1)ϑ0(v
′

2)ϑ2(v
′

3)ϑ2(v
′

4).

v1 = v2 = 0, v3 = v4 = v とおくと v ′

1 = v , v ′

2 = −v , v ′

3 = v ′

4 = 0となり，
次の式を得る．

ϑ2
3ϑ

2
1(v) + ϑ2

0ϑ
2
2(v) = ϑ2

2ϑ
2
0(v).

これは求める等式である．

∗ k2 sn2 u + dn2 u = 1は補遺で証明する．
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微分方程式 (sn u)′ = cn u dn u

(sn u)′ = cn u dn u にテータ関数による sn, cn, dnの定義を代入すると，

d

du

{

ϑ3

ϑ2

ϑ1(u/2K)

ϑ0(u/2K)

}

=
ϑ0

ϑ2

ϑ2(u/2K)

ϑ0(u/2K)
· ϑ0

ϑ3

ϑ3(u/2K)

ϑ0(u/2K)
.

K = (π/2)ϑ2
3, ϑ

′

1 = πϑ2ϑ3ϑ0 を用いて整理すると，

微分方程式 (sn u)′ = cn u dn u

ϑ2ϑ3 {ϑ0(v)ϑ
′

1(v) − ϑ1(v)ϑ
′

0(v)} = ϑ0ϑ
′

1ϑ2(v)ϑ3(v).

証明すべきはこの等式である．
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微分方程式 (sn u)′ = cn u dn u

(sn u)′ = cn u dn u にテータ関数による sn, cn, dnの定義を代入すると，

d

du

{

ϑ3

ϑ2

ϑ1(u/2K)

ϑ0(u/2K)

}

=
ϑ0

ϑ2

ϑ2(u/2K)

ϑ0(u/2K)
· ϑ0

ϑ3

ϑ3(u/2K)

ϑ0(u/2K)
.

K = (π/2)ϑ2
3, ϑ

′

1 = πϑ2ϑ3ϑ0 を用いて整理すると，

微分方程式 (sn u)′ = cn u dn u

ϑ2ϑ3 {ϑ0(v)ϑ
′

1(v) − ϑ1(v)ϑ
′

0(v)} = ϑ0ϑ
′

1ϑ2(v)ϑ3(v).

証明すべきはこの等式である．

これは，snの加法定理の証明で示した次の加法公式から得られる．

テータ関数の加法公式 (2)

ϑ2ϑ3ϑ1(v + w)ϑ0(v − w)

= ϑ2(v)ϑ3(v)ϑ1(w)ϑ0(w) + ϑ1(v)ϑ0(v)ϑ2(w)ϑ3(w).

∵ 両辺を w について微分して w = 0とおけばよい

（ϑ′

2(0) = ϑ′

3(0) = 0に注意））．
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母数 kについての問題

テータ関数により Jacobi楕円関数を定義する際，
母数 k に関する次の問題がある．

従来の Jacobi楕円関数論との整合性

（一般には複素数の）母数 k を先に与えたとき，

1 完全楕円積分で与えた τ = iK (k ′)/K (k)は

Im τ > 0

を満たすだろうか？

2 前項で与えた τ は

k =

(

テータ関数で
定義した母数

)

=
ϑ2
2(0|τ)

ϑ2
0(0|τ)

を満たすだろうか？
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母数 kについての問題 (1)

母数 k についての問題 (1)：答

k2 6≤ 0 & k2 6≥ 1

ならば，τ = iK (k ′)/K (k)は Im τ > 0を満たす．
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母数 kについての問題 (1)

母数 k についての問題 (1)：答

k2 6≤ 0 & k2 6≥ 1

ならば，τ = iK (k ′)/K (k)は Im τ > 0を満たす．

（証明）m = k2, m′ = k ′2 = 1−mとおく．

K(m) ≡ K(k) =

∫ π/2

0

dθ
√

1−m sin2 θ
.

θ が 0 ≤ θ ≤ π/2 を動くとき，1− m sin2 θ
は線分 m′1上を動く．
よって，(1 − m sin2 θ)1/2 は錘 ∠A

′
O1 内を

動き（OA
′ は角 ∠m′

O1の二等分線），
(1−m sin2 θ)−1/2 は錘 ∠AO1 内を動く

（点 Aは実軸に関して点 A
′ と対称）．
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母数 kについての問題 (1)

一般に，錘 ∠AO1内の点 u1, . . . , un と a1, . . . , an ≥ 0に対し点
∑

i
aiui は錘

∠AO1内にある．楕円積分 K(m)はそのような和（Riemann和）の極限だから，
錘 ∠AO1内にある．

同様にして，楕円積分 K(m′)は錘 ∠BO1内にある ( argB = −(1/2) argm ).
m 6≤ 0 & m 6≥ 1より | arg(m/(1−m))| ≤ π だから，∠AOBは鋭角である．

よって，K(m′)/K(m)は右半平面内にあり，

∴ Im τ = Re(K(m′)/K(m)) > 0.
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母数 kについての問題 (2)

母数 k についての問題 (2)：答

テータ関数を用いて与えられた母数はもとの母数 k と一致する，
i.e., k2 6≤ 0 & k2 6≥ 1ならば，τ = iK (k ′)/K (k)とすると，

k =

(

テータ関数で
定義された k

)

=
θ22(0|τ)

θ23(0|τ)
.

（証明）前項と同じ m,m′ を用いる．

τ (m) = iK(1−m)/K(m)は m 6≤ 0 & m 6≥ 1において mの解析関数であり
Im τ (m) > 0である．

ϑ2
2(0|τ (m))

ϑ2
3(0|τ (m))

=
∞
∏

n=1

(

1 + q2n

1 + q2n−1

)4

, q = exp(iπτ (m))

であり，Im τ (m) > 0より |q| < 1であるから，ϑ2
2(0|τ (m))/ϑ2

3(0|τ (m))は
m 6≤ 0 & m 6≥ 1において m の解析関数である．

そして，0 < m < 1において ϑ2
2(0|τ (m))/ϑ2

3(0|τ (m)) =
√
m = k である．

ゆえに，一致の定理より，m 6≤ 0 & m 6≥ 1 全体で同じ等式が成り立つ．
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まとめ

テータ関数を用いて Jacobi楕円関数を再定義した．

再定義した Jacobi楕円関数が次を満たすことを，
テータ関数の加法公式を用いて示した．

sn, ( cn, dn )の加法定理．
sn2 u + cn2 u = 1 ( k2 sn2 u + dn2 u = 1 ).
微分方程式 (sn u)′ = cn u dn u.
母数 k ( k2 6≤ 0 & k2 6≥ 1 )を先に与えたとき，
τ = iK (k ′)/K (k)は Im τ > 0を満たす．
母数 k ( k2 6≤ 0 & k2 6≥ 1 )を先に与えたとき，
はじめに与えた母数 =テータ関数で定義された母数.
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（補遺）cnの加法定理

cn(u1 + u2) =
cn u1 cn u2 − sn u1 dn u1 sn u2 dn u2

1− k2 sn2 u1 sn2 u2
.

テータ関数による Jacobi楕円関数の定義を代入すると
（v = u1/2K ,w = u2/2K とおいて）

cnの加法定理

ϑ2

ϑ0

ϑ2(v + w)

ϑ0(v + w)
=

ϑ2(v)ϑ0(v)ϑ2(w)ϑ0(w)− ϑ1(v)ϑ3(v)ϑ1(w)ϑ3(w)

ϑ2
0(v)ϑ

2
0(w)− ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w)

.

snの加法定理の証明で得られた公式 (1)により，次を示せばよい．

ϑ2(v)ϑ0(v)ϑ2(w)ϑ0(w)− ϑ1(v)ϑ3(v)ϑ1(w)ϑ3(w)

= ϑ2ϑ0ϑ2(v + w)ϑ0(v − w).

(RII)で v2 → v2 + 1/2 + τ/2, v4 → v4 + 1/2 + τ/2として得られる次の等式で
v1 = v2 = v , v3 = v4 = w とおけばよい．

ϑ2(v1)ϑ0(v2)ϑ2(v3)ϑ0(v4) + ϑ0(v1)ϑ2(v2)ϑ0(v3)ϑ2(v4)

−ϑ1(v1)ϑ3(v2)ϑ1(v3)ϑ3(v4)− ϑ3(v1)ϑ1(v2)ϑ3(v3)ϑ1(v4)

= 2ϑ2(v
′

1)ϑ0(v
′

2)ϑ2(v
′

3)ϑ0(v
′

4).
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（補遺）dnの加法定理

dn(u1 + u2) =
dn u1 dn u2 − k2 sn u1 cn u1 sn u2 cn u2

1− k2 sn2 u1 sn2 u2
.

テータ関数による Jacobi楕円関数の定義を代入すると
（v = u1/2K ,w = u2/2K とおいて）

dnの加法定理

ϑ3

ϑ0

ϑ3(v + w)

ϑ0(v + w)
=

ϑ3(v)ϑ0(v)ϑ3(w)ϑ0(w)− ϑ1(v)ϑ3(v)ϑ1(w)ϑ3(w)

ϑ2
0(v)ϑ

2
0(w)− ϑ2

1(v)ϑ
2
1(w)

.

snの加法定理の証明で得られた公式 (1)により，次を示せばよい．

ϑ3(v)ϑ0(v)ϑ3(w)ϑ0(w) − ϑ1(v)ϑ2(v)ϑ1(v)ϑ2(w)

= ϑ3ϑ0ϑ3(v + w)ϑ0(v − w).

(RII)で v2 → v2 + 1/2, v4 → v4 + 1/2として得られる次の等式で
v1 = v2 = v , v3 = v4 = w とおけばよい．

ϑ3(v1)ϑ0(v2)ϑ3(v3)ϑ0(v4) + ϑ0(v1)ϑ3(v2)ϑ0(v3)ϑ3(v4)

−ϑ1(v1)ϑ2(v2)ϑ1(v3)ϑ2(v4)− ϑ2(v1)ϑ1(v2)ϑ2(v3)ϑ1(v4)

= 2ϑ3(v
′

1)ϑ0(v
′

2)ϑ3(v
′

3)ϑ0(v
′

4).
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k
2 sn2 u + dn2 u = 1の証明

k2 sn2 u + dn2 u = 1にテータ関数による sn u, dn u の定義を代入すると，
次の式を得る．

k2 sn2 u + dn2 u = 1

ϑ2
2ϑ

2
1(v) + ϑ2

0ϑ
2
3(v) = ϑ2

3ϑ
2
0(v).

証明すべきはこの等式である．

(RI)で v1 → v1 + 1/2, v2 → v2 + 1/2とおいて得られる次の等式で，
v1 = v2 = v , v3 = v4 = 0とおけばよい．

ϑ1(v1)ϑ1(v2)ϑ2(v3)ϑ2(v4) + ϑ2(v1)ϑ2(v2)ϑ1(v3)ϑ1(v4)

+ϑ3(v1)ϑ3(v2)ϑ0(v3)ϑ0(v4) + ϑ0(v1)ϑ0(v2)ϑ3(v3)ϑ3(v4)

= 2ϑ0(v
′

1)ϑ0(v
′

2)ϑ3(v
′

3)ϑ3(v
′

4).
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