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（復習）格子，群 SL(2,Z)，Hの点の同値

上半平面 H = { τ ∈ C | Im τ > 0 } .

（規格化された）格子 Λ(τ) ( τ ∈ H )

Λ(τ) = {mτ + n | m, n ∈ Z }

(基底 { 1, τ } ) .

格子 Λ(τ)

格子 Λ(τ)の基底の取り換え．

τ 7→ τ ′ = σ(τ) =
aτ + b

cτ + d
, σ =

(
a b

c d

)

∈ SL(2,Z),

群 SL(2,Z) =

{(
a b

c d

) ∣
∣
∣
∣
a, b, c , d ∈ Z, ad − bc = 1

}

.

τ ′ ∈ Hは τ ∈ Hと同値である：τ ′ ≡ τ mod SL(2,Z)

def.
⇐⇒ ∃σ ∈ SL(2,Z) s.t. τ ′ = σ(τ).
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（復習）基本領域

SL(2,Z)の基本領域

F =

{

τ ∈ H

∣
∣
∣
∣
|Re τ | <

1

2
, |τ | < 1

}

,

H =
⋃

σ∈SL(2,Z)

σ(F ).

保型形式．

楕円モジュラー関数 J(τ)．

これらの関数は F だけで
完全に決まってしまう．
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今回の内容

∗ 以降，慣習に従って Γ := SL(2,Z)と記す．

楕円モジュラー関数 J(τ)，Γ \H ≃ P1(C).

保型形式，尖点形式（前回よりちゃんと定義する）．

Eisenstein級数．
保型形式の零点に関する基本定理．

保型形式の空間の構造．

すべての保型形式は Eisenstein級数 E4(τ),E6(τ) ( g2(τ), g3(τ) )の
多項式で表される．
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楕円モジュラー関数 J(τ)

楕円モジュラー関数 J(τ)

J(τ) :=
g 3
2 (τ)

g 3
2 (τ)− 27g 2

3 (τ)
,

g2(τ) = 60
∑

(m,n)∈Z2−{ (0,0) }

1

(mτ + n)4
,

g3(τ) = 140
∑

(m,n)∈Z2−{ (0,0) }

1

(mτ + n)6
.

定理

J(τ)は H上の正則関数である．J(i∞) = ∞.

J(σ(τ)) = J(τ) ( ∀σ ∈ Γ ).

すべての a ∈ Cに対し J(τ) = aなる τ ∈ F が唯一つ存在する．

∗ 境界 ∂F の同値な二点は適当に同一視する．
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楕円モジュラー関数 J(τ)

F → C, τ 7→ J(τ) （全射）.

基本領域 F (τ -平面） J(τ)-平面
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楕円モジュラー関数 J(τ)

F → C, τ 7→ J(τ) （全射）.
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楕円モジュラー関数 J(τ)

上半平面 Hを拡張する．

H = H ∪ { i∞} ∪Q (Q : 有理数の集合 ).

∗ 任意の既約分数 p/q に対し，初等整数論（Euclidの互除法）により，

∃r , s ∈ Z s.t. ps − qr = 1.

p

q
= σ(i∞), σ =

(
p r

q s

)
∈ Γ, ∴

p

q
≡ i∞ mod Γ.

∗ Hの位相．

i∞の基本近傍系 p/q ∈ Qの基本近傍系
{ Im τ > R } ( R > 0 )全体
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楕円モジュラー関数 J(τ)

Γ \H :=
{
Hの “ mod Γ”による同値類

}

=（Hで Γに関して同値な二点を同一視したもの）.
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楕円モジュラー関数 J(τ)

Γ \H :=
{
Hの “ mod Γ”による同値類

}

=（Hで Γに関して同値な二点を同一視したもの）.

定理

楕円モジュラー関数 J(τ)は次の全単射を与える．

Γ \H → P1(C) = C ∪ {∞ } , [τ ] 7→ J(τ)

∗
双正則同型 Γ \H ≃ P

1(C) = C ∪ {∞ } ,

Γ \H → P1(C), τ 7→ J(τ ) および逆写像は正則な全単射である．
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保型形式

Γ = SL(2,Z)に関する重さ k の保型形式

H上の正則関数 f (τ)で次を満たすもの．

SL(2,Z)変換に対し次を満たす．

f

(
aτ + b

cτ + d

)

= (cτ + d)k f (τ)

(

∀

(
a b

c d

)

∈ Γ = SL(2,Z).

)

.

前項より f (τ + 1) = f (τ)であり f (τ)は Fourier級数展開されるが，
その Fourier級数は次の形である．

f (τ) =

∞∑

n=0

cnq
n ( q = e

2πiτ )

（n < 0の項はゼロである）．

Mk(Γ) := { Γに関する重さ k の保型形式 } （複素ベクトル空間）.
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保型形式

Γに関する重さ k の尖点形式

Γに関する重さ k の保型形式 f (τ)で，さらに次を満たすもの．

f (i∞) = 0, i.e., f (τ)の Fourier級数展開

f (τ) =

∞∑

n=0

cnq
n ( q = e

2πiτ )

において c0 = 0である．

Sk(Γ) := { Γに関する重さ k の尖点形式 }（Mk(Γ)の部分ベクトル空間）.
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保型形式

Γに関する重さ k の尖点形式

Γに関する重さ k の保型形式 f (τ)で，さらに次を満たすもの．

f (i∞) = 0, i.e., f (τ)の Fourier級数展開

f (τ) =

∞∑

n=0

cnq
n ( q = e

2πiτ )

において c0 = 0である．

Sk(Γ) := { Γに関する重さ k の尖点形式 }（Mk(Γ)の部分ベクトル空間）.

無限遠点での正則性．

通常の関数論：負ベキ級数で考える．

f (z) = c0 + c1z
−1 + c2z

−2 + · · · ( z → ∞ ).

保型形式：周期 1の周期関数，i∞→ Fourier級数で考える．

f (τ) = c0 + c1q + c2q
2 + · · · ( q = e

2πiτ ).
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保型形式

T =

(
1 1
0 1

)

, S =

(
0 −1
1 0

)

(

T (τ) = τ + 1, S(τ) = −
1

τ

)

は Γ = SL(2,Z)の生成元である．

⇓

τ = i∞で正則なH上の正則関数 f (τ)に対し，f (τ)が重さ k の
保型形式 f (τ)であることと次の条件は同値である．

f (τ + 1) = f (τ), f

(

−
1

τ

)

= τk f (τ).
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保型形式：格子の基底の取り換えに対する不変性

∗ 前回の動画（楕円関数論 (19)）で，「重さ k 6= 0の保型形式は格子の基底の
取り替えに対する不変性を満たさない」と言ったのは，誤解があったかも
しれない．ω1, ω2 ∈ C − { 0 }, Im(ω2/ω1) > 0（格子の基底）として，

f ∈ Mk(Γ) −→ f̃ (ω1, ω2) :=
1

ωk
1

f

(
ω2

ω1

)

f̃ (ω1, ω2)は格子の基底の取り替え { ω1, ω2 } → { ω′
1, ω

′
2 },

(
ω′
2

ω′
1

)
=

(
a b

c d

)(
ω2

ω1

)
,

(
a b

c d

)
∈ Γ

に対する不変性を満たす：f̃ (ω′
1, ω

′
2) = f̃ (ω1, ω2). 実際，

f̃ (ω′
1, ω

′
2) = f̃ (cω2 + dω1, aω2 + bω1) =

1

(cω2 + dω1)k
f

(
aω2 + bω1

cω2 + dω1

)

=
1

(cω2 + dω1)k
f

(
aω2/ω1 + b

cω2/ω1 + d

)
=

(cω2/ω1 + d)k

(cω2 + dω1)k
f

(
ω2

ω1

)

=
1

ωk
1

f

(
ω2

ω1

)
= f̃ (ω1, ω2).
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保型形式：Eisenstein級数

Eisenstein級数

G2k (τ) :=
∑

(m,n)∈Z2−{ (0,0) }

1

(mτ + n)2k
( τ ∈ H; k = 2, 3, . . .).

G2k(τ)は重さ 2k の保型形式である．

g2(τ) = 60G4(τ), g3(τ) = 140G6(τ).

Eisenstein級数の Fourier級数展開（動画「楕円関数論 (12)」）．

G2k(τ) = 2ζ(2k) + (−1)k
2(2π)2k

(2k − 1)!

∞∑

n=1

σ2k−1(n)q
n,

q = e
2πiτ , σ2k−1(n) =

∑

d|n

d2k−1 （d |n：d は nを割り切る）.
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保型形式：Eisenstein級数

正規化された Eisenstein級数

G2k (τ)を q = e
2πiτ のベキ級数とみなしたとき，

定数項 = 1となるよう正規化したもの．

E2k(τ) :=
G2k(τ)

2ζ(2k)
= 1−

4k

B2k

∞∑

n=1

σ2k−1(n)q
n.

∗ Bk：Bernoulli 数．
∞∑

k=0

Bk

k!
x
k =

x

ex − 1
,

B0 = 1, B1 = −
1

2
, B2 =

1

6
, B4 = −

1

30
, . . .

B2k+1 = 0 ( k = 1, 2, . . . ).

E2k(τ) =
1

2

∑

(m,n)∈Z2,gcd(m,n)=1

1

(mτ + n)2k
.
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保型形式：Eisenstein級数

g2(τ) =
4

3
π4E4(τ), E4(τ) = 1 + 240

∞∑

n=1

σ3(n)q
n ,

g3(τ) =
8

27
π6E6(τ), E6(τ) = 1− 504

∞∑

n=1

σ5(n)q
n



 q = e
2πiτ , σk (n) =

∑

d|n

dk



 ,

∆(τ) = g 3
2 (τ) − 27g 2

3 (τ)

=
(2π)12

123
{
E 3
4 (τ) − E 2

6 (τ)
}
= (2π)12q

∞∏

n=1

(1 − qn)24,

（∆(τ)は重さ 12の尖点形式である）

J(τ) =
g 3
2 (τ)

∆(τ)
=

E 3
4 (τ)

E 3
4 (τ) − E 2

6 (τ)
,=

1

123
1

q
+ c0 + c1q + · · · .
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保型形式の構造

保型形式空間Mk(Γ)の構造を調べる．まず，次の定理を準備する．
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保型形式の構造

保型形式空間Mk(Γ)の構造を調べる．まず，次の定理を準備する．

定理 1：保型形式の零点の位数

f (6= 0)を Γ = SL(2,Z)に関する重さ k の保型形式とする．

va(f ) ( a 6= ∞ )：f (τ)の τ = aでの零点の位数．

v∞(f )：f の Fourier級数展開 f =

∞∑

n=0

anq
n ( q = e

2πiτ ) の，

qの関数としての q = 0 ( τ = i∞ )での零点の位数．

このとき，

v∞(f ) +
1

2
vi(f ) +

1

3
vω(f ) +

∑

a∈F−{ i,ω,−ω2,i∞ }

va(f ) =
k

12

( ω = e
2πi/3, −ω2 = e

iπ/3 ).

∗ a ∈ ∂F −
{
i, ω,−ω2, i∞

}
に f の零点があるとき aと同値な他の 1点 a′ にも

零点があるが，その一方のみ上記の和に参入する．
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保型形式の構造：定理 1の証明

（証明）偏角の原理より，

1

2πi

∮

C ′

1+···

f ′(τ )

f (τ )
dτ =

∑

a∈F−{ i,ω,−ω2,i∞ }

va(f ).

左辺の積分を調べる．f (τ +1) = f (τ )より，
∫

C ′

1

+

∫

C ′

3

= 0.

f (τ ) = f̃ (q) =
∑

n≥0

anq
n ( q = e

2πiτ )

とすると，f
′(τ ) =

df̃ (q)

dq

dq

dτ
であるから，

1

2πi

∫

C2

f ′(z)

f (z)
dz = −

1

2πi

∫

|q|=e−2πR

f̃ ′(q)

f̃ (q)
dq = −v∞(f ).
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保型形式の構造：定理 1の証明

1

2πi

∫

Γ

f ′(τ )

f (τ )
dτ =

1

2πi

∫

Γ′

f ′(τ )

f (τ )
dτ

=
1

2πi
×

{
−
iπ

3
vω(f )

}
= −

1

6
vω(f ).

1

2πi

∫

Γi

f ′(τ )

f (τ )
dτ =

1

2πi
× {−iπvi(f )}

= −
1

2
vi(f ).

∫

C ′

5

f ′(τ )

f (τ )
dτ =

∫

C ′

5

d log f (τ )

= −

∫

C ′

4

d log f

(
−
1

τ

)

= −

∫

C ′

4

d log
[
τ k

f (τ )
]
= −k

∫

C ′

4

d log τ −

∫

C ′

4

d log f (τ ) =
iπk

6
−

∫

C ′

4

d log f (τ ).
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保型形式の構造：定理 1の証明

以上をまとめると，

∑

a

va(f ) = −v∞(f )−
1

6
vω(f )−

1

2
vi(f ) +

k

12

となり，題意の等式を得る．
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保型形式の構造：定理 1の証明

以上をまとめると，

∑

a

va(f ) = −v∞(f )−
1

6
vω(f )−

1

2
vi(f ) +

k

12

となり，題意の等式を得る．

v∞(f ) +
1

2
vi(f ) +

1

3
vω(f ) +

∑

a∈F−{ i,ω,−ω2,i∞ }

va(f ) =
k

12

⇓

この等式から，保型形式の空間の構造が決まる．
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保型形式の構造

定理 2：保型形式の構造

Γ = SL(2,Z), k を偶数とする．

1 k < 0のとき，Mk(Γ) = 0.

2 M0(Γ) = C.

3 M2(Γ) = 0.

4 k = 4, 6, 8, 10, 14に対して，Mk(Γ) = CEk(τ) ≃ C.

5

Sk(Γ) =







0 ( k < 12, k = 14 )

C∆(τ) ( k = 12 )

∆(τ)Mk−12(Γ) ( k ≥ 14 ).

6 k ≥ 4に対して
Mk(Γ) = Sk(Γ)⊕ CEk(τ).
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保型形式の構造

定理 2’：保型形式の構造

k を偶数とする．

1 重さ k < 0の保型形式は 0だけである．

2 重さ 0の保型形式は定数関数だけである．

3 重さ 2の保型形式は 0だけである．

4 k = 4, 6, 8, 10, 14に対して，重さ k の保型形式は
const.× Ek(τ)と表される．

5 尖点形式 f（f (i∞) = 0なる保型形式）は

k < 12または k = 14のとき，0に限られる．
k = 12のとき，const.×∆(τ)に限られる．
k ≥ 16のとき，∆(τ)×（重さ k − 12の保型形式）である．

6 k ≥ 4に対して，重さ k の保型形式は次の形である．

重さ k の尖点形式+ const.× Ek(τ).
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保型形式の構造：定理 2’の証明

（証明）

v∞(f ) +
1

2
vi(f ) +

1

3
vω(f ) +

∑

a∈F−{ i,ω,−ω2,i∞ }

va(f ) =
k

12
(1)

1 (1)左辺 ≥ 0より k ≥ 0だから，重さ k < 0の保型形式は 0しかない．

2 f を重さ 0の保型形式とし，c を f が取りうる任意の値とする．
f1 := f − c は重さ 0の保型形式である．
f1 6= 0と仮定すると，(1)左辺はどれかの項が正となるので
左辺 > 0となるが，右辺 = 0なので矛盾．
よって，f1 = 0すなわち f = c となり，f は定数関数となる．

3 k = 2のとき，(1)右辺 = 1/6である．非負整数 va(f ), vi(f ), vω(f ), v∞(f )
で式 (1)を満たすものは存在しないから，重さ 2の保型形式は 0しかない．
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保型形式の構造：定理 2’の証明

v∞(f ) +
1

2
vi(f ) +

1

3
vω(f ) +

∑

a∈F−{ i,ω,−ω2,i∞ }

va(f ) =
k

12
(1)

4 k = 4のとき，(1)右辺 = 1/3．f を重さ 4の保型形式とすると，(1)より

vω(f ) = 1, va(f ) = vi(f ) = v∞(f ) = 0
(
a ∈ F −

{
i, ω,−ω2, i∞

} )

となるから，零点の位置は確定する（τ = ω = e
2πi/3 に 1位の零点）．

したがって，重さ 4の保型形式は定数倍を除いてひとつしか存在しない．

∵ f1 を別の重さ 4の保型形式とすると，
f1/f は重さ 0の保型形式となるので，f1/f ≡ const.

E4(τ )は重さ 4の保型形式であるから，f = const.× E4(τ )．

k = 6, 8, 10, 14の場合も同様である．
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保型形式の構造：定理 2’の証明

v∞(f ) +
1

2
vi(f ) +

1

3
vω(f ) +

∑

a∈F−{ i,ω,−ω2,i∞ }

va(f ) =
k

12
(1)

5 f を重さ k = 12の尖点形式とすると，f は τ = i∞に零点を持つので
v∞(f ) ≥ 1．そして，(1)で k = 12と置いた式から

v∞(f ) = 1, va(f ) = vi(f ) = vω(f ) = 0
(
a ∈ F −

{
i, ω,−ω2, i∞

} )

が得られるから，f の零点は τ = i∞における 1位の零点だけと確定する．
よって，重さ 12の尖点形式は定数倍を除いてひとつしか存在しない．

∆(τ ) = (2π)12q

∞∏

n=1

(1− q
n)24 （重さ 12の尖点形式）

であるから，f (τ ) = const.×∆(τ ).
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保型形式の構造：定理 2’の証明

v∞(f ) +
1

2
vi(f ) +

1

3
vω(f ) +

∑

a∈F−{ i,ω,−ω2,i∞ }

va(f ) =
k

12
(1)

5 （続き）k ≥ 16の場合．f を重さ k の尖点形式とすると，∆(τ )は Hの
有限部分に零点をもたないから，f /∆は重さ k − 12の保型形式である．

∴ f (τ ) = ∆(τ )×（重さ k − 12の保型形式）.

k < 12または k = 14の場合，(1)において v∞(f ) = 1とすることは
できないから，重さ k の尖点形式は 0だけである．

6 f を重さ k の保型形式とする．c = f (i∞)とすると，Ek(i∞) = 1より
f (τ )− cEk(τ )は重さ k の尖点形式となる．

∴ f (τ ) =（重さ k の尖点形式）+ cEk(τ ).
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保型形式の構造

定理 2から保型形式の形はかなり限定されたものになることがわかる．

重さ 0の保型形式は定数関数だけ，
重さ 2の保型形式は 0だけである．

重さ 4の保型形式は const.× E4(τ)だけ，
重さ 6の保型形式は const.× E6(τ)だけである．

重さ 8の保型形式は const.× E8(τ)だけである．
E 2
4 (τ)は重さ 8の保型形式だから，E 2

4 (τ) = const.× E8(τ).
両辺を q = e

2πiτ のベキ級数で表したときの定数項を比較して，
const. = 1.

∴ E8(τ) = E 2
4 (τ).

同様の考察により，

E10(τ) = E4(τ)E6(τ), E14(τ) = E 2
4 (τ)E6(τ).

そして，
重さ 10の保型形式は const.× E10(τ) = const.× E4(τ)E6(τ)，
重さ 14の保型形式は const.× E14(τ) = const.× E 2

4 (τ)E6(τ)
に限られる．
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保型形式の構造

k = 12の場合，

重さ 12の保型形式 = const.×∆(τ)
︸ ︷︷ ︸

尖点形式

+const.× E12(τ).

E 3
4 (τ), E

2
6 (τ)は重さ 12の保型形式であり，尖点形式でないから，

E12(τ) = const.×∆(τ) + const.× E 3
4 (τ)

= const.×∆(τ) + const.× E 2
6 (τ).

そして，

∆(τ) =
(2π)12

123
(E 3

4 (τ) − E 2
6 (τ)).

∴ 重さ 12の保型形式は E4(τ),E6(τ)の多項式で表される．
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保型形式の構造

k = 16の場合，

重さ 16の保型形式

= const.×∆(τ) ×重さ 4の保型形式
︸ ︷︷ ︸

const.×E4(τ )

+const.× E16(τ).

E 4
4 (τ)（または E4(τ)E

2
6 (τ)）は重さ 16の保型形式で，尖点形式で

ないから，

E16(τ) = const.×∆(τ)E4(τ) + const.× E 4
4 (τ).

そして，

∆(τ) =
(2π)12

123
(E 3

4 (τ) − E 2
6 (τ)).

∴ 重さ 16の保型形式は E4(τ),E6(τ)の多項式で表される．

. . .
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保型形式の構造

定理：保型形式の構造

すべての保型形式は Eisenstein級数 E4(τ),E6(τ)の多項式で
表される．

Mk(Γ) =
⊕

4i+6j=k

CE i
4(τ)E

j
6(τ).

とくに，すべての Eisenstein級数 Ek(τ)は E4(τ),E6(τ)の多項式で
表される．

楕円関数論における考察からも同じ結果を得ていた
（動画「楕円関数論 (13)」）．

保型形式論における考察からも同じ結果を得られるのは興味深い．
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保型形式の構造

楕円関数論では…

すべての楕円関数 f (u)（周期格子 Λ）は，Weierstrass楕円関数 ℘(u)
（周期格子 Λ）を用いて次の形で表される．

f (u) = R1(℘(u)) + ℘′(u)R2(℘(u)),

R1(·),R2(·) : 有理関数.

証明は「補遺」に記す．

Weierstrassの ℘関数 ℘(u)は楕円関数の基本単位である．

Eisenstein級数 E4(τ),E6(τ)は保型形式の基本単位である．
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まとめ

楕円モジュラー関数 J(τ)は次の全単射を与える．

Γ \H → P1(C).

重さ k の保型形式：H上の正則関数 f (τ)で次を満たすもの．

f

(
aτ + b

cτ + d

)

= (cτ + d)k f (τ)

(

∀

(
a b

c d

)

∈ Γ

)

,

f (τ) =

∞∑

n=0

cnq
n ( q = e

2πiτ )

（Fourier級数の n < 0の項=0，f (i∞)は有限値）.

重さ k の尖点形式：重さ k の保型形式 f で f (i∞) = 0なるもの．

すべての保型形式は Eisenstein級数 E4(τ),E6(τ)の多項式で
表される．
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補遺

定理

すべての楕円関数 f (u)（周期格子 Λ）は，Weierstrass楕円関数 ℘(u)（周期格子
Λ）を用いて次の形で表される．

f (u) = R1(℘(u)) + ℘′(u)R2(℘(u)),

R1(·),R2(·) : 有理関数.

（証明）3段階に分ける．f (u)を楕円関数（周期格子 Λ）とする．

Step 1/3 f (u)が偶関数の場合．

±α1, . . . ,±αr：u ≡ 0 mod Λ以外の f (u)の零点または極．

整数 m1, . . . ,mr を次のように定める．

±αj は f (u)の零点 & αj 6∈ (1/2)Λ ⇒ mj =零点 αj の多重度．

±αj は f (u)の零点 & αj ∈ (1/2)Λ ⇒ 2mj =零点 αj の多重度．

±αj は f (u)の極 & αj 6∈ (1/2)Λ ⇒ −mj =極 αj の多重度．

±αj は f (u)の極 & αj ∈ (1/2)Λ ⇒ −2mj =極 αj の多重度．
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補遺

F (u) :=
r∏

j=1

(℘(u)− ℘(αj))
mj .

F (u)は楕円関数（周期格子 Λ）であり，
∑
（零点の個数）=

∑
（極の個数）

を考慮すると，（u ≡ 0に零点または極がある場合は）u ≡ 0も含めて零点・極は
f (u)と一致する．よって，

f (u) = const.× F (u) = ℘(u)の有理関数.

Step 2/3 f (u)が奇関数の場合．

f (u)/℘′(u)は偶関数かつ楕円関数であるから，Step 1/3より

f (u)

℘′(u)
= ℘(u)の有理関数.
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補遺

Step 3/3 一般の場合．

g(u) :=
1

2
(f (u) + f (−u)), h(u) :=

1

2
(f (u)− f (−u)).

f (u), g(u)は楕円関数，f (u)は偶関数，g(u)は奇関数であるから，

g(u) = R1(℘(u)), h(u) = ℘′(u)R2(℘(u)) （R1,R2：有理関数）,

∴ f (u) = g(u) + h(u) = R1(℘(u)) + ℘′(u)R2(℘(u)).
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