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はじめに

はじめに

• Hamiltonの原理（最小作用の原理）：解析力学の第一原理は変分原理．

δS[q] = δ

∫ tF

tI

Ldt = 0 ( L : Lagrangian ) → 実際の物体の運動.

• 共変ベクトル（↔ 反変ベクトル）→コベクトル．
• 物理系の不変性 ↔ 保存量．

▶ 運動量・エネルギー保存則．
▶ Noetherの定理．
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はじめに

今回の内容

1 はじめに

2 変分原理（Hamiltonの原理）

3 共変ベクトル場

4 運動量・エネルギーとその保存則

5 Noetherの定理

6 まとめ
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変分原理（Hamilton の原理）

変分原理（Hamiltonの原理）
Hamiltonの原理（最小作用の原理）
時刻 t = tI に点 qI = (q1(I), . . . , q

N
(I))を出発し時刻 t = tF に点 qF = (q1(F), . . . , q

N
(F))に到着する物理系

の軌道は，作用

S[q(·)] :=
∫ tF

tI

dtL(q(t), q̇(t), t),

Lagrangian L(q(t), q̇(t), t) :=T (q, q̇)− U(q, q̇, t)

=（運動エネルギー）−（ポテンシャル）

を停留にする経路 q(t) = (q1(t), . . . , qN (t)) ( tI ≤ t ≤ tF ) として定まる：

δS[q(·)] = δ

∫ tF

tI

dtL(q(t), q̇(t), t) = 0,

s.t. q(tI) = qI, q(tF) = qF.
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変分原理（Hamilton の原理）

変分原理（Hamiltonの原理）

Hamiltonの原理

δS[x(·)] = δ

∫ tF

tI

dtL(q(t), q̇(t), t) = 0,

s.t. q(tI), q(tF) fixed.

⇓
物理系の実際の軌道 q(t).
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変分原理（Hamilton の原理）

変分原理（Hamiltonの原理）
Hamiltonの原理から Lagrange運動方程式が得られる．

q(t) : δS[q] = 0 を満たす解,

q(t) + δq(t) :解から微小にずれた経路，ただし，δq(tI) = δq(tF) = 0.

δS[q] = S[q + δq]− S[q]

=

∫ tF

tI

dt {L((q + δq)(t), (q̇ + δq̇)(t), t)− L(q(t), q̇(t), t)}

=

∫ tF

tI

dt

{
δqα

∂L

∂qα
+ δq̇α

∂L

∂q̇α

}
第 2項に部分積分を施す

=

[
δqα

∂L

∂q̇α

]tF
t=tI︸ ︷︷ ︸

0 ∵ δq(tI)=δq(tF)=0

−
∫ tF

tI

dtδqα
{

d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα

}
= 0,
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変分原理（Hamilton の原理）

変分原理（Hamiltonの原理）

Hamiltonの原理から Lagrange運動方程式が得られる．
q(t) : δS[q] = 0 を満たす解,

q(t) + δq(t) :解から微小にずれた経路，ただし，δq(tI) = δq(tF) = 0.

∴
∫ tF

tI

dtδqα(t)

{
d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα

}
= 0 for ∀δq(t) s.t. δq(tI) = δq(tF) = 0,

Lagrange運動方程式
d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
= 0 ( α = 1, . . . , N ).
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変分原理（Hamilton の原理）

変分原理（Hamiltonの原理）：Lagrange運動方程式の共変性
Lagrange運動方程式の左辺は共変ベクトルである，i.e., 点変換 (qα) → (Qα)に対し，

d

dt

(
∂L̃

∂Q̇α

)
− ∂L̃

∂Qα
=

[
d

dt

(
∂L

∂q̇β

)
− ∂L

∂qβ

]
∂qβ

∂Qα
(1)

（前回動画参照）．
これは変分原理（Hamiltonの原理）からも説明できる．∫ tF

tI

dtδQα

[
d

dt

(
∂L̃

∂Q̇α

)
− ∂L̃

∂Qα

]
=

∫ tF

tI

dtδqα
[
d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα

]
(= 0),

δqα = δQβ ∂qα

∂Qβ

から (1)を得る．
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共変ベクトル場

今回の内容
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2 変分原理（Hamiltonの原理）
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共変ベクトル場

共変ベクトル場

点変換 (qα) → (Qα)に対し
• スカラー場：不変な量．
• 反変ベクトル場：次のように変換する量の組 (Xα(q))．

Xα(q) → X̃α(Q) = Xβ(q)
∂Qα

∂qβ
.

• 共変ベクトル場：次のように変換する量の組 (ωα(q))．

ωα(q) → ω̃α(Q) = ωβ(q)
∂qβ

∂Qα
.
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共変ベクトル場

共変ベクトル場
反変ベクトル場：接ベクトル場の成分．

X = Xα(q)
∂r

∂qα
.

点変換 (qα) → (Qα)において，

X̃α(Q) = Xβ(q)
∂Qα

∂qβ
,

∂r

∂Qα
=

∂qβ

∂Qα

∂r

∂qβ
.

∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qα
=

∂qλ

∂qκ
= δλκ =

{
1 (κ = λ)

0 (κ 6= λ)
を用いて，

X̃α(Q)
∂r

∂Qα
= Xα(q)

∂r

∂qα
.

∴ 接ベクトル場が矛盾なく与えられる．
では，共変ベクトル場は何を与えるか？
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共変ベクトル場

共変ベクトル場

コベクトルと共変ベクトル場

• コベクトル (covector)場 ω：接ベクトル場をスカラー場に写す線形写像X 7→ 〈ω|X〉 ∈ R,

〈ω|c1X1 + c2X2〉 = c1〈ω|X1〉+ c2〈ω|X2〉 ( ∀vectorsX1,X2, ∀c1, c2 ∈ R ).

• 共変ベクトル場はコベクトル場の成分である．

接ベクトル場の基底
{

∂r

∂qα

}
α=1,...,N

に関するコベクトルの双対基底を {dqα}α=1,...,N と記す．

〈
dqα

∣∣∣∣ ∂r∂qβ

〉
= δαβ =

{
1 (α = β)

0 (α 6= β).
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共変ベクトル場

共変ベクトル場
点変換 (qα) → (Qα)を考える．
接ベクトル場の基底

{
∂r

∂Qα

}
α=1,...,N

に関するコベクトルの双対基底 {dQα}α=1,...,N について，

〈
dQα

∣∣∣∣ ∂r

∂Qβ

〉
= δαβ ,

∂r

∂Qα
=

∂qβ

∂Qα

∂r

∂qβ
,

∴ dQα =
∂Qα

∂qβ
dqβ 全微分の公式と同じ形.

共変ベクトル場 (ωα(q))に対し，ω̃α(Q) =
∂qβ

∂Qα
ωβ(q) と変換するから，

ω = ωα(q)dq
α = ω̃α(Q)dQα.

∴ コベクトルを矛盾なく与えられる．
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則

• 物理系が不変性（対称性）をもつと，それに対応して保存量が存在する．
• 解析力学ではその対応が明確に示される．

▶ 一般化運動量，エネルギー．
▶ Noetherの定理．
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則

エネルギー保存則
Lagrangian Lが時刻 tを陽に含まない場合，エネルギーが保存される．

【証明】まず，座標 q が Lagrange運動方程式の解 q(t)のとき次の量が保存されることを見る．

E := q̇α
∂L

∂q̇α
− L.

実際，次が成り立つ．
dE

dt
=

d

dt

(
q̇α

∂L

∂q̇α

)
− dL

dt
= q̈α

∂L

∂q̇α
+ q̇α

d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
−
(
q̇α

∂L

∂qα
+ q̈α

∂L

∂q̇α

)
= q̇α

[
d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα

]
= 0.
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則
次に，E がエネルギーに一致することを示す．
運動エネルギー T は，前回の動画で見たように次のように表される．

ṙi =
∂ri

∂qα
q̇α,

T =

Nparticle∑
i=1

mi

2
∥ṙi∥2 =

1

2
gαβ(q)q̇

αq̇β

 gαβ(q) =

Nparticle∑
i=1

mi

2

∂ri

∂qα
· ∂ri

∂qβ

 .

よって，運動エネルギー T は q̇α ( α = 1, . . . , n ) の斉次二次式であるから，

q̇α
∂T

∂q̇α
= 2T. ∴ E = q̇α

∂L

∂q̇α
− L = 2T − (T − U) = T + U =エネルギー.

エネルギーの定義（Lagrange形式の解析力学）

エネルギー E := q̇α
∂L

∂q̇α
− L.
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則
斉次m次式 f(x1, . . . , xn)

f(cx1, . . . , cxn) = cmf(x1, . . . , xn). (2)

(2)の両辺を cについて微分して，
n∑

i=1

xifxi(cx1, . . . , cxn) = mcm−1f(x1, . . . , xn)

(
fxi =

∂f

∂xi

)
.

c = 1とおいて，
(Euler)

斉次m次式 f(x1, . . . , xn)に対して，
n∑

i=1

xi
∂f

∂xi
= mf.
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則
一般座標 qα に対応する一般運動量

pα :=
∂L

∂q̇α
.

• 一粒子系，Cartesian座標
L =

m

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− U(t, x, y, z),

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ, py =

∂L

∂ẏ
= mẏ, pz =

∂L

∂ż
= mż 従来の運動量.

• 二次元運動する一粒子系，極座標
L =

m

2
(ṙ2 + r2θ̇2)− U(t, r, θ),

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ, pθ =

∂L

∂θ̇
= mr2θ̇ 角運動量.
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∂ẋ
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∂ẏ
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則

運動量は共変ベクトル場である，i.e.，点変換 (qα) → (Qα)に対し次のように変換する．

pα → Pα = pβ
∂qβ

∂Qα
.

【証明】新座標 (Qα)における Lagrangianは L̃ = L(q(Q), Q̇(q, q̇), t)である．

Q̇α = q̇β
∂Qα

∂qβ
より ∂Q̇α

∂q̇β
=

∂Qα

∂qβ

であることをもちいて，
Pα =

∂L̃

∂Q̇α
=

∂L

∂q̇β
∂q̇β

∂Q̇α
=

∂L

∂q̇β
∂qβ

∂Qα
= pβ

∂qβ

∂Qα
.

pαdq
α はコベクトル場を与える（正準 1形式）．
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則

循環座標
Lagrangian Lが座標 qα を陽に含まないとき，qα を循環座標とよぶ．

qα が循環座標ならば，Lagrange運動方程式より

0 =
d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
− ∂L

∂qα
=

dpα
dt

, ∴ pα = const.

運動量保存則
循環座標に対応する一般運動量は保存する．
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運動量・エネルギーとその保存則
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則
• 一粒子，三次元 Cartesian座標
外力が存在しない場合，Lは x, y, zを陽に含まない．

px = mẋ = const. py = mẏ = const. pz = mż = const.

p = (px, py, pz) = const. 従来の運動量保存則．

• 二次元運動する一粒子系，極座標．
中心力による運動の場合，Lは θを陽に含まない．

pθ = mr2θ̇ = const. 角運動量保存則．

初等力学における運動量保存則，二次元角運動量保存則が，
解析力学ではひとつの法則（一般運動量の保存則）に統合される．
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則

エネルギーは時間 tに対応する運動量とみなせる．
別の時間変数 τ を導入し，時間 tを一般座標のひとつとみなす：

t = t(τ),
dqα
dt

=
dqα
dτ

/
dt

dτ
=

q′α
t′

(
′ =

d

dτ
.

)
.

S =

∫ t2

t1

L(t, q, q̇)dt =

∫ τ2

τ1

L

(
t(τ), q(τ),

q′(τ)

t′(τ)

)
t′dτ,

時間変数を τ としたときの Lagrangian．

L̃(q, t, q′, t′) = t′L

(
t, q,

q′

t′

)
.
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則
t = t(τ)に対応する一般運動量

pt =
∂L̃

∂t′
=

∂

∂t′

{
t′L

(
t, q,

q′

t′

)}
= L

(
t, q,

q′

t′

)
+ t′

n∑
α=1

(
− q′α
t′2

)
∂L

∂q̇α

(
t, q,

q′

t′

)

= L

(
t, q,

q′

t′

)
−

n∑
α=1

q′α
t′

∂L

∂q̇α

(
t, q,

q′

t′

)

= L(t, q, q̇)−
n∑

α=1

q̇αpα = −E.

エネルギーは時間 tに対応する運動量である
E = −pt.
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運動量・エネルギーとその保存則

運動量・エネルギーとその保存則
【注意】空間座標に対応する運動量 pα は新しい Lagrangian L̃を使っても定義できる．

L̃(τ, q, q′) = t′L

(
t(τ), q(τ),

q′(τ)

t′

)
.

p̃α :=
∂L̃

∂q′α
=

∂

∂q′α

{
t′L

(
t(τ), q(τ), . . . ,

q′α(τ)

t′(τ)
, . . .

)}
= t′ · 1

t′
∂L

∂q̇α
=

∂L

∂q̇α
= pα,

∴ p̃α =
∂L̃

∂q′α
= pα.

エネルギーは時間 tに対応する運動量とみなせるので，エネルギー保存則も運動量保存則のひとつと
みなすことができる．
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Noether の定理

今回の内容

1 はじめに

2 変分原理（Hamiltonの原理）

3 共変ベクトル場

4 運動量・エネルギーとその保存則

5 Noetherの定理

6 まとめ
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Noether の定理

Noetherの定理
物理系が不変性を持つ時，それに対応して保存量が存在する．
一般座標の変換（パラメータ σ）qα(t) → qα(t, σ) ( α = 1, . . . , n ).
（qα(t, σ = 0) = qα(t)とする）
Noether（ネーター）の定理
Lagrangian Lが座標変換 qα(t) → qα(t, σ) で不変，すなわち，

∂

∂σ
L(t, q(t, σ), q̇(t, σ)) = 0

ならば，
Noether charge Q :=

∂L(t, q(t, σ), q̇(t, σ))

∂q̇α(t, σ)

∂qα(t, σ)

∂σ

∣∣∣∣
σ=0

は保存される．
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Noether の定理

Noetherの定理

（証明）q(σ) = q(t, σ)と略記する．

0 =
∂

∂σ
L(t, q(σ), q̇(σ)) =

(
∂qα

∂σ

∂L

∂qα
+

∂q̇α

∂σ

∂L

∂q̇α

)
=

{
∂qα

∂σ

d

dt

(
∂L

∂q̇α

)
+

d

dt

(
∂qα

∂σ

)
∂L

∂q̇α

}
=

d

dt

(
n∑

α=1

∂qα

∂σ

∂L

∂q̇α

)
,

∴
n∑

α=1

∂qα

∂σ

∂L

∂q̇α
= const. σ = 0とおくと Noetherの定理を得る．
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Noether の定理

Noetherの定理：例

qβ が循環座標なら，

qα(t, σ) =

{
qβ(t) + σ α = β

qα(t) α 6= β

とおくと，

Q =

n∑
α=1

∂L

∂q̇α

∂qα
∂σ︸︷︷︸
δαβ

= pβ ∴ pβ = const.

(
δαβ :=

{
1 (α = β)

0 (α 6= β)
Kroneckerのデルタ

)
.

運動量保存則は Noetherの定理に含まれる．
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Noether の定理

Noetherの定理：例
一粒子系，三次元球座標，中心力による運動
座標系をある一定の単位ベクトル eの回りに角 θ 回転する．
Lagrangian Lは座標系の回転で不変である．
r：旧座標系での位置ベクトル，r(θ)：新座標系での位置ベクトル．
δθ ≈ 0，δr = r(δθ)− r とおくと，

∂r(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

=
δr

δθ
= r × e,

Q =
∂L

∂ṙ
· ∂r
∂θ

= p · (r × e) （p：初等力学の運動量）
( a · (b× c) = b · (c× a) = c · (a× b) を用いて)

= − e · (r × p)

= − e · l = const. （l：初等力学の角運動量）.
e は任意だから l = const.

∥δr∥ = (∥r∥ sinφ)δθ = ∥r × e∥δθ,
δr = (r × e)δθ.

∴角運動量保存則が得られた．
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まとめ

今回の内容

1 はじめに

2 変分原理（Hamiltonの原理）

3 共変ベクトル場

4 運動量・エネルギーとその保存則

5 Noetherの定理

6 まとめ
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まとめ

まとめ

• Hamiltonの原理：解析力学の第一原理…変分原理．
• 共変ベクトル：コベクトルの成分である．
• エネルギー・運動量

▶ エネルギー保存則．
▶ 一般化運動量．共変ベクトルである．
▶ 運動量保存則：初等力学における運動量保存則・各運動量保存則を統一して扱う．
▶ エネルギーは時間に対応する運動量と見なせる．

• Noetherの定理
物理系が不変性（対称性）を持てば，それに対応する保存量が存在する.
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