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はじめに

はじめに
• 解析力学は座標（人間のモノサシ）の選び方で不変な力学の定式化である．
• Hamilton形式の力学：力学の幾何学的側面をあらわにしている．
幾何学：変換に対して不変なものを調べる学問．

今回の予定
解析力学の幾何学を究めるために，微分幾何の知識を準備する．

• 接ベクトル
• 微分形式
• くさび積
• 外微分
• 微分形式の積分（Stokesの定理）
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はじめに

今回の内容

1 はじめに

2 接ベクトル・1形式

3 微分形式とくさび積

4 外微分

5 微分形式の積分

6 まとめ
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接ベクトル・1 形式

今回の内容

1 はじめに

2 接ベクトル・1形式

3 微分形式とくさび積

4 外微分

5 微分形式の積分

6 まとめ
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接ベクトル・1 形式

接ベクトル・1形式：接ベクトル
配位空間：粒子系が運動する空間．

M :=
{
r(q1, q2, . . . , qN ) ∈ R3Nparticle

∣∣ (q1, q2, . . . , qN ) ∈ D
}

(D ⊂ RN ).

M 上の接ベクトル場

X = Xα(q)∂α = Xα(q)
∂

∂qα

(
∂α =

∂

∂qα

)
.

• 記号 “r”は略する．∂r/∂qα → ∂/∂qα.

接ベクトル＝方向微分．
• Einsteinの規約．

Tα...Sα... =

N∑
α=1

Tα...Sα....
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接ベクトル・1 形式

接ベクトル・1形式：1形式
M 上の微分 1形式，あるいは単に，1形式

• M 上のコベクトル場 ω，i.e.，線形形式 ω : X（ベクトル場）7→ 〈ω|X〉（スカラー場）.
• 双対基底：{dqα}Nα=1.

〈dqα|∂β〉 = δαβ =

{
1 (α = β)

0 (α 6= β).

1形式の座標表示
ω = ωα(q)dq

α, ωα(q) = 〈ω|∂α〉 ( α = 1, . . . , N ).
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接ベクトル・1 形式

接ベクトル・1形式：座標変換における変換則

座標変換（点変換）(q1, . . . , qN ) → (Q1, . . . , QN )における接ベクトル，1形式の変換則．

X = Xα(q)
∂

∂qα
= X̃α(Q)

∂

∂Qα
, ω = ωα(q)dq

α = ω̃α(Q)dQα.

∂

∂qα
=

∂Qβ

∂qα
∂

∂Qβ
, dqα =

∂qα

∂Qβ
dQβ を用いて，

X̃α(Q) =
∂Qα

∂qβ
Xβ(q) 反変ベクトル, ω̃α(Q) =

∂qβ

∂Qα
ωβ(q) 共変ベクトル.

〈ω|X〉 = Xα(q)ωα(q) = X̃α(Q)ω̃α(Q) スカラー（座標変換で不変）.
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微分形式とくさび積

今回の内容

1 はじめに

2 接ベクトル・1形式

3 微分形式とくさび積

4 外微分

5 微分形式の積分

6 まとめ
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：1形式のくさび積

1形式 ω, η のくさび積．

ω ∧ η = (ωα(q)dq
α) ∧

(
ηβ(q)dq

β
)
:= ωα(q)ηβ(q)dq

α ∧ dqβ .

くさび積 ∧のルール

• ◦ ∧ •は ◦, •それぞれについて線形である．
• 反可換性：双対基底 {dqα}に対して，dqβ ∧ dqα = −dqα ∧ dqβ , とくに，dqα ∧ dqα = 0.
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：微分 2形式，くさび積∧の演算例

（例）N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z)の場合．
通常のベクトル a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)に次の 1形式を対応させる．

ωa = axdx+ aydy + azdz, ωb = bxdx+ bydy + bzdz.
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：微分 2形式，くさび積∧の演算例
（例）N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z)の場合．
通常のベクトル a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)に次の 1形式を対応させる．

ωa = axdx+ aydy + azdz, ωb = bxdx+ bydy + bzdz.

ωa ∧ ωb = (axdx+ aydy + azdz) ∧ (bxdx+ bydy + bzdz)

= axbxdx ∧ dx︸ ︷︷ ︸
0

+ axbydx ∧ dy + axbzdx ∧ dz︸ ︷︷ ︸
−dz∧dx

+ aybxdy ∧ dx︸ ︷︷ ︸
−dx∧dy

+ aybydy ∧ dy︸ ︷︷ ︸
0

+ aybzdy ∧ dz

+ azbxdz ∧ dx+ azbydz ∧ dy︸ ︷︷ ︸
−dy∧dz

+ azbzdz ∧ dz︸ ︷︷ ︸
0

くさび積 ∧の反可換性を使う
= (aybz − azby)dy ∧ dz + (azbx − axbz)dz ∧ dx+ (axby − aybx)dx ∧ dy.
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：微分 2形式，くさび積∧の演算例

（例）N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z)の場合．
通常のベクトル a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)に次の 1形式を対応させる．

ωa = axdx+ aydy + azdz, ωb = bxdx+ bydy + bzdz.

ωa ∧ ωb = (axdx+ aydy + azdz) ∧ (bxdx+ bydy + bzdz)

= (aybz − azby)dy ∧ dz + (azbx − axbz)dz ∧ dx+ (axby − aybx)dx ∧ dy.

ベクトルの外積 a× bの成分が現れた．

a× b = (aybz − azby, azbx − axbz, axby − aybx).
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：2形式

2形式

ω =
1

2!
ωαβ(q)dq

α ∧ dqβ .

1形式 ξと 2形式 ωのくさび積．

ξ ∧ ω = (ξα(q)dq
α) ∧

(
1

2!
ωβγ(q)dq

β ∧ dqγ
)

:=
1

2!
ξα(q)ωβγ(q)dq

α ∧ dqβ ∧ dqγ .

3形式 ζ =
1

3!
ζαβγ(q)dq

α ∧ dqβ ∧ dqγ .
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積
1形式 ξと 3形式 ωのくさび積．

ξ ∧ ω = (ξα(q)dq
α) ∧

(
1

3!
ωβγδ(q)dq

β ∧ dqγ ∧ dqδ
)

:=
1

3!
ξα(q)ωβγδ(q)dq

α ∧ dqβ ∧ dqγ ∧ dqδ.

2形式 η, ζ のくさび積．

η ∧ ζ =

(
1

2!
ηαβ(q)dq

α ∧ dqβ
)
∧
(
1

2!
ζγδ(q)dq

γ ∧ dqδ
)

:=
1

(2!)2
ηαβ(q)ζγδ(q)dq

α ∧ dqβ ∧ dqγ ∧ dqδ.

4形式 ζ =
1

4!
ζαβγδ(q)dq

α ∧ dqβ ∧ dqγ ∧ dqδ.

以降，同様にして 5形式，6形式，…が作られる．
k形式

ω =
1

k!
ωα1...αk

(q)dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk .
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：計算例
N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z)の場合．
通常のベクトル a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)にそれぞれ次の 1形式 ξa，2形式 ωb を対応させる．

ξa = axdx+ aydy + azdz, ωb = bxdy ∧ dz + bydz ∧ dx+ bzdx ∧ dy.

ξa ∧ ωb = (axdx+ aydy + azdz) ∧ (bxdy ∧ dz + bydz ∧ dx+ bzdx ∧ dy)

= axbxdx ∧ dy ∧ dz + axby dx ∧ dz ∧ dx︸ ︷︷ ︸
0

+axbz dx ∧ dx ∧ dy︸ ︷︷ ︸
0

+ aybx dy ∧ dy ∧ dz︸ ︷︷ ︸
0

+aybydy ∧ dz ∧ dx+ aybz dx ∧ dz ∧ dx︸ ︷︷ ︸
0

+ azbx dz ∧ dy ∧ dz︸ ︷︷ ︸
0

+azby dz ∧ dz ∧ dx︸ ︷︷ ︸
0

+azbzdz ∧ dx ∧ dy.

くさび積は同じものが現れると 0になることを用いた．
dy ∧ dz ∧ dx = −dy ∧ dx ∧ dz = dx ∧ dy ∧ dz などを用いて，
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：計算例

N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z)の場合．
通常のベクトル a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)にそれぞれ次の 1形式 ξa，2形式 ωb を対応させる．

ξa = axdx+ aydy + azdz, ωb = bxdy ∧ dz + bydz ∧ dx+ bzdx ∧ dy.

ξa ∧ ωb = (axbx + ayby + azbz)dx ∧ dy ∧ dz = (a · b)dx ∧ dy ∧ dz.

内積 a · bが現れた．
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積
• k > N なる k形式は 0しか存在しない．

∵ k > N の場合，dqα1 , . . . , dqαk のどれか二つが必ず一致して dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk = 0 となるから．

• 2形式 ω =
1

2!
ωαβ(q)dq

α ∧ dqβ に対して，

ω =
1

2!

∑
α<β

(ωαβdq
α ∧ dqβ + ωβαdq

β ∧ dqα

=
1

2!

∑
α<β

(ωαβ − ωβα)dq
α ∧ dqβ .

係数は添字 α, β の入れ替えで符号が反転するものだけが残る．一般の k 形式も同様．
微分形式の係数は添字の入れ替えで符号が反転するとしておく．

ω =
1

k!
ωα1...αk

(q)dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk , ω...β...α...(q) = −ω...α...β...(q).
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積

• 「1形式＝コベクトル（線形形式）：ベクトルを投げるとスカラーを返す」だった．
• 2形式 ω：双線型形式とするのが自然．

ω : (X,Y ) 7→ 〈ω|X,Y 〉（スカラー）, ベクトルX,Y それぞれについて線形.

ω =
1

2!
ωαβX

αβ とすると，
〈ω|X,Y 〉 = 1

2!
ωαβ〈dqα ∧ dqβ |X,Y 〉.

〈dqα ∧ dqβ |X,Y 〉をどう定めるか？
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積
仮に次のように定義してみる．

〈dqα ∧ dqβ |X,Y 〉 ?
= 〈dqα|X〉〈dqβ |Y 〉.

くさび積 ∧の反可換性より，

左辺 = −〈dqβ ∧ dqα|X,Y 〉 = −〈dqβ |X〉〈dqα|Y 〉,
〈dqα|X〉〈dqβ |Y 〉 = −〈dqβ |X〉〈dqα|Y 〉 !?

そこで，次のように定義し直す．

〈dqα ∧ dqβ |X,Y 〉 = 〈dqα|X〉〈dqβ |Y 〉 − 〈dqα|Y 〉〈dqβ |X〉.

この時，
左辺 = −〈dqβ ∧ dqα|X,Y 〉 = −〈dqβ |X〉〈dqα|Y 〉+ 〈dqβ |Y 〉〈dqα|X〉 =右辺.

矛盾は解消された．
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：2形式
双線型形式としての 2形式
ω =

1

2!
ωαβ(q)dq

α ∧ dqβ は次を満たす双線型形式とする
（ベクトル場X,Y を投げるとスカラー場 〈ω|X,Y 〉を返す）．

• 〈ω|X,Y 〉はX,Y それぞれについて線形である．
• 〈dqα ∧ dqβ |X,Y 〉 = 〈dqα|X〉〈dqβ |Y 〉 − 〈dqα|Y 〉〈dqβ |X〉, とくに，

〈dqα ∧ dqβ |∂γ , ∂δ〉 = δαγ δ
β
δ − δαδ δ

β
γ .

〈ω|X,Y 〉 = 1

2!
ωαβX

γY δ〈dqα ∧ dqβ |∂γ , ∂δ〉 =
1

2!
ωαβ(X

αY β − Y αXβ),

∴ 〈ω|Y,X〉 = −〈ω|X,Y 〉.

ωは交代双線型形式である．
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：k形式
多重線型形式としての k形式
ω =

1

k!
ωα1...αk

(q)dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk は次を満たす k重線型形式とする
（ベクトル場X(1), . . . , X(k) を投げるとスカラー場 〈ω|X(1), . . . , X(k)〉を返す）．

• 〈ω|X(1), . . . , X(k)〉はX(1), . . . , X(k) それぞれについて線形である．
• 〈dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk |∂β1 , . . . , ∂βk

〉 =
∑
σ∈Sk

(sgnσ)δ
ασ(1)

β1
· · · δασ(k)

βk
.

Sk：(1, 2, . . . , k)の置換の集合（k次の対称群）．

sgnσ =

{
+1 （σは偶置換）
−1 （σは奇置換）.
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：k形式

多重線型形式としての k形式
ω =

1

k!
ωα1...αk

(q)dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk は次を満たす k重線型形式とする
（ベクトル場X(1), . . . , X(k) を投げるとスカラー場 〈ω|X(1), . . . , X(k)〉を返す）．

• 〈ω|X(1), . . . , X(k)〉はX(1), . . . , X(k) それぞれについて線形である．
• 〈dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk |∂β1

, . . . , ∂βk
〉 =

∑
σ∈Sk

(sgnσ)δ
ασ(1)

β1
· · · δασ(k)

βk
.

〈ω|X(1), . . . , X(k)〉 =
1

k!
ωα1...αk

∑
σ∈Sk

(sgnσ)X
ασ(1)

(1) · · ·Xασ(k)

(k) .

ωは交代 k重線形形式である（X(1), . . . , X(k) の 2個を入れ替えると符号を変える）．
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：計算例
N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z).

ベクトル ω = (ωx, ωy, ωz) に次の 2形式 ωを対応させる．

ω = ωxdy ∧ dz + ωydz ∧ dx+ ωzdx ∧ dy.

ベクトル a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)にそれぞれ次のベクトルXa, Xb を対応させる．

Xa = ax∂x + ay∂y + az∂z. Xb = bx∂x + by∂y + bz∂z.

〈ω|Xa, Xb〉 = ωx〈dy ∧ dz|ax∂x + ay∂y + az∂z, bx∂x + by∂y + bz∂z〉
+ ωy〈dz ∧ dx|ax∂x + ay∂y + az∂z, bx∂x + by∂y + bz∂z〉
+ ωz〈dx ∧ dy|ax∂x + ay∂y + az∂z, bx∂x + by∂y + bz∂z〉

= ωx(aybz − azby) + ωy(azbx − axbz) + ωz(axby − aybx)

= ω · (a× b).
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：計算例
N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z).

ベクトル ω = (ωx, ωy, ωz) に次の 2形式 ωを対応させる．

ω = ωxdy ∧ dz + ωydz ∧ dx+ ωzdx ∧ dy.

ベクトル a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bz)にそれぞれ次のベクトルXa, Xb を対応させる．

Xa = ax∂x + ay∂y + az∂z. Xb = bx∂x + by∂y + bz∂z.

〈ω|Xa, Xb〉 = ω · (a× b)

= ω,a, bの張る平行六面体の体積

= ω ·
(

a, bの張る平行四辺形の
面積ベクトル

)
.
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微分形式とくさび積

微分形式とくさび積：微分形式の変換則
座標変換（点変換）(qα) → (Qα)に対し，

ω =
1

k!
ωα1...αk

(q)dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk =
1

k!
ω̃α1...αk

(Q)dQα1 ∧ · · · ∧ dQαk ,

dqα =
∂qα

∂Qβ
dQβ を用いて，

ω̃α1...αk
(Q) = ωβ1...βk

(q)
∂qβ1

∂Qα1
· · · ∂q

βk

∂Qβk
k階共変テンソル場,

ベクトル場X(1), . . . , X(k) に対し，

〈ω|X(1), . . . , X(k)〉 = ωα1...αk
(q)Xα1

(1)(q) · · ·X
αk

(k)(q) = ω̃α1...αk
(Q)X̃α1

(1)(Q) · · ·Xαk

(k)(Q).

変数変換で不変である（スカラー）．
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外微分

今回の内容

1 はじめに

2 接ベクトル・1形式

3 微分形式とくさび積

4 外微分

5 微分形式の積分

6 まとめ
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外微分

外微分

微分形式の微分．
k形式 ωの外微分 dω

• 関数（0形式）f の外微分
df = ∂αf(q)dq

α （1形式）

• k形式 ω =
1

k!
ωα1...αk

(q)dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk の外微分 dω

dω :=
1

k!
∂βωα1...αk

(q)dqβ∧dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk （(k + 1)形式）.
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外微分

外微分（N = 3, ベクトル解析との関連）

（例）N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z).

df = ∂xfdx+ ∂yfdy + ∂zfdz ↔ grad f = ∇f = (∂xf, ∂yf, ∂zf) (∇ = (∂x, ∂y, ∂z) ) .
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外微分

外微分（N = 3, ベクトル解析との関連）

（例）N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z).

df = ∂xfdx+ ∂yfdy + ∂zfdz ↔ grad f = ∇f = (∂xf, ∂yf, ∂zf) (∇ = (∂x, ∂y, ∂z) ) .

1形式 ωA = Axdx+Aydy +Azdz に対し，
dωA = (∂xAxdx+ ∂xAxdy + ∂zAxdz) ∧ dx+ (∂xAydx+ ∂yAydy + ∂zAydz) ∧ dy

+ (∂xAzdx+ ∂yAzdy + ∂zAzdz) ∧ dz

( dx ∧ dx = 0 etc.により赤字の項は消えて )

= ∂yAxdy ∧ dx+ ∂zAxdz ∧ dx+ ∂xAydx ∧ dy + ∂zAydz ∧ dy + ∂xAzdx ∧ dz + ∂yAzdy ∧ dz

( dy ∧ dx = −dx ∧ dy, etc.により青字の符号を反転させて )

= (∂yAz − ∂zAy) dy ∧ dz + (∂zAx − ∂xAz) dz ∧ dx+ (∂xAy − ∂yAx) dx ∧ dy.
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外微分

外微分（N = 3, ベクトル解析との関連）

（例）N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z).

df = ∂xfdx+ ∂yfdy + ∂zfdz ↔ grad f = ∇f = (∂xf, ∂yf, ∂zf) (∇ = (∂x, ∂y, ∂z) ) .

1形式 ωA = Axdx+Aydy +Azdz に対し，
dωA = (∂yAz − ∂zAy)dy ∧ dz + (∂zAx − ∂xAz)dz ∧ dx+ (∂xAy − ∂yAx)dx ∧ dy.

rotAが現れる．

rotA = ∇×A = (∂yAz − ∂zAy, ∂zAx − ∂xAz, ∂xAy − ∂yAx) .
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外微分

外微分（N = 3, ベクトル解析との関連）
（例）N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z).

df = ∂xfdx+ ∂yfdy + ∂zfdz ↔ grad f = ∇f = (∂xf, ∂yf, ∂zf) (∇ = (∂x, ∂y, ∂z) ) .

1形式 ωA = Axdx+Aydy +Azdz に対し，
dωA = (∂yAz − ∂zAy)dy ∧ dz + (∂zAx − ∂xAz)dz ∧ dx+ (∂xAy − ∂yAx)dx ∧ dy.

rotAが現れる．

rotA = ∇×A = (∂yAz − ∂zAy, ∂zAx − ∂xAz, ∂xAy − ∂yAx) .

同様に，2形式 ωA = Axdy ∧ dz +Aydz ∧ dx+Azdx ∧ dy に対しては，
dωA = (∂xAx + ∂yAy + ∂zAz)dx ∧ dy ∧ dz.

divAが現れる．
divA = ∇ ·A = ∂xAx + ∂yAy + ∂zAz.
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外微分

外微分

外微分を 2度行うと 0になる
d2 = 0.
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外微分

外微分

外微分を 2度行うと 0になる
d2 = 0.

N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z)，
• 関数（0形式）f に対しては，

d2f = 0 ↔ rot(grad f) = ∇×∇f = 0.

• 1形式 ωA = Axdx+Aydy +Azdzに対しては，

d2ωA = 0 ↔ div(rotA) = ∇ · (∇×A) = 0
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外微分

外微分
外微分を 2度行うと 0になる

d2 = 0.

（証明）外微分の定義より，

d2ω =
1

k!
d

(
∂ωα1...αk

∂qβ
dqβ ∧ qα1 ∧ · · · ∧ dqαk

)
=

1

k!

∂2ωα1...αk

∂qγ∂qβ
dqγ ∧ dqβ ∧ dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk ,

青文字 (1)
=

∂2ωα1...αk

∂qβ∂qγ
dqβ ∧ dqγ

(2)
= −∂2ωα1...αk

∂qγ∂qβ
dqγ ∧ dqβ = −青文字.(

(1)は添字の付替 β ↔ γ，(2)は dqβ ∧ dqγ = −dqγ ∧ dqβ と偏微分の順序交換による)
∴ 青文字 = 0.
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外微分

外微分
次の公式は頻繁に用いる．

• Tαβ：添字 α, β の入れ替えに対して対称である：Tαβ = Tβα.

• Sαβ：添字 α, β の入れ替えに対して反対称である：Sαβ = −Sβα.

⇓

TαβS
αβ =

N∑
α,β=1

TαβS
αβ = 0.

くさび積の外微分
k形式 ω，l形式 ηに対し，

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.
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外微分

外微分
閉形式・完全形式

• 微分形式 ωは閉形式である．
def.⇐⇒ dω = 0.

• 微分形式 ωは完全形式である．
def.⇐⇒ ∃η s.t. ω = dη.

• 完全形式は閉形式である（∵ d2 = 0であるから）．
• 閉形式が完全形式であるか？

▶ 微分形式を考えている空間M の位相幾何学的性質
に依る（de Rhamコホモロジー）．

▶ Poincaréの補題：M が連続変形で 1点に収縮可能
ならば，M 上の閉形式は完全形式である． M は 1点に収縮可能．

緒方 (電通大) 解析力学 (4) January 2, 2022 26 / 41



外微分
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外微分

外微分

外微分は座標の選び方に依らない，
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外微分

外微分

外微分は座標の選び方に依らない，
（証明）(Qα)による外微分の表示．

1

k!

∂ω̃α1...αk

∂Qβ
dQβ ∧ dQα1 ∧ · · · ∧ dQαk

=
1

k!

∂

∂Qβ

(
ωγ1...γk

∂qγ1

∂Qα1
· · · ∂qγk

∂Qαk

)
dQβ ∧ dQα1 ∧ · · · ∧ dQαk

=
1

k!

∂ωγ1...γk

∂Qβ

∂qγ1

∂Qα1
· · · ∂qγk

∂Qαk

∂Qβ

∂qδ
dqδ ∧ ∂Qα1

∂qϵ1
dqϵ1 ∧ · · · ∧ ∂Qαk

∂qϵk
dqϵk

+
1

k!
ωγ1...γk

(
∂2qγ1

∂Qβ∂Qα1︸ ︷︷ ︸
(1)

∂qγ2

∂Qα2
· · · ∂qγk

∂Qαk
+ · · ·

)
dQβ ∧ dQα1︸ ︷︷ ︸

(2)

∧ · · · ∧ dQαk .

ここで，(1)は添字 β, α1 について対称，(2)は添字 β, α1 について反対称であるから，青字部分=0である．
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外微分

外微分

外微分は座標の選び方に依らない，

1

k!

∂ω̃α1...αk

∂Qβ
dQβ ∧ dQα1 ∧ · · · ∧ dQαk

=
1

k!

∂ωγ1...γk

∂Qβ

∂qγ1

∂Qα1
· · · ∂qγk

∂Qαk

∂Qβ

∂qδ
dqδ ∧ ∂Qα1

∂qϵ1
dqϵ1 ∧ · · · ∧ ∂Qαk

∂qϵk
dqϵk

=
1

k!

∂ωγ1...γk

∂Qβ

∂Qβ

∂qδ︸ ︷︷ ︸
∂ωγ1...γk

/∂qδ

∂qγ1

∂Qα1

∂Qα1

∂qϵ1︸ ︷︷ ︸
δ
γ1
ϵ1

· · · ∂qγk

∂Qαk

∂Qαk

∂qϵk︸ ︷︷ ︸
δ
γk
ϵk

dqδ ∧ dqϵ1 ∧ · · · dqϵk

=
1

k!

∂ωγ1...γk

∂qδ
dqδ ∧ dqγ1 ∧ · · · ∧ dqγk （(qα)による外微分の表示）.
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微分形式の積分

今回の内容

1 はじめに

2 接ベクトル・1形式

3 微分形式とくさび積

4 外微分

5 微分形式の積分

6 まとめ
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微分形式の積分

微分形式の積分

微分形式（交代多重線形形式）
ベクトルを投げると，面積・体積を返す．
3次元 Euclid空間の場合．

ω = ωxdy ∧ dz + ωydz ∧ dx+ ωzdx ∧ dy,

Xa = ax∂x + ay∂y + az∂z, Xb = bx∂x + by∂y + bz∂z.

⇓
〈ω|Xa, Xb〉 = ω · (a× b)

= ω ·
(

a, bが張る平行四辺形の
面積ベクトル

)
= ω,a, bが張る平行六面体の体積.
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微分形式の積分

微分形式の積分

∑
関数値×微小面積（体積）=面積分（体積分）.

∫
D

ω · dS =
∑
D

ω ·
(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)
∆u∆v

=
∑
D

〈
ω

∣∣∣∣∂r∂u, ∂r∂v
〉
∆u∆v.

2形式 ωの面積分∫
D

ω :=

∫
D

〈
ω

∣∣∣∣ ∂∂u, ∂

∂v

〉
dudv(

∂

∂u
=

∂qα

∂u

∂

∂qα
,

∂

∂v
=

∂qα

∂v

∂

∂qα

)
.
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微分形式の積分

微分形式の積分
k形式 ωの k次元領域D上での積分∫

D

ω :=

∫
D0

〈
ω

∣∣∣∣ ∂

∂u1
, . . . ,

∂

∂uk

〉
du1 · · · duk,(

∂

∂ui
:=

∂qα

∂ui

∂

∂qα
, i = 1, . . . , k

)
.

ここでDは次のようにパラメータ表示されているとする．

D =
{
(qα(u1, . . . , uk))Nα=1

∣∣ (u1, . . . , uk) ∈ D0

}
(D0 ⊂ Rk ).

1

k!

∫
D

ωα1...αk
(q)dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk =

1

k!

∫
D0

ωα1...αk
(q(u1, . . . , uk))

∂(qα1 , . . . , qαk)

∂(u1, . . . , uk)
du1 · · · duk.

この積分の定義はDのパラメータ表示の仕方には依存しない．
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微分形式の積分

微分形式の積分：Stokesの定理

Stokesの定理
ω：k − 1形式，D：k次元領域，∂D：Dの境界 ( k ≤ N ).∫

D

dω =

∫
∂D

ω.

• 外微分 dωの積分は，ωの境界上のデータで与えられる．
• 高校数学における微積分の基本定理の一般化．∫ b

a

df(x)

dx
dx = f(b)− f(a).
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微分形式の積分

微分形式の積分：Stokesの定理
N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z)の場合，
ベクトル解析における Stokesの定理，Gaussの発散定理を再現する．

• Stokesの定理を再現する．
ω = axdx+ aydy + azdz : 1形式, S : 2次元曲面,

dω = rota · dS = (rota)xdy ∧ dz + (rota)ydz ∧ dx+ (rota)zdx ∧ dx,∫
S

rota · dS =

∮
∂S

a · dr.

• Gaussの発散定理を再現する．
ω = axdy ∧ dz + aydz ∧ dx+ azdx ∧ dy : 2形式, D : 3次元領域,

dω = divadV = (diva)dx ∧ dy ∧ dz,∫
D

divadV =

∫
∂D

a · dS.
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微分形式の積分

微分形式の積分：Stokesの定理
【Stokesの定理の証明】
積分領域 D ⊂ M のパラメータ付け．

D =
{
q(u1, . . . , uk)

∣∣∣ (u1, . . . , uk) ∈ D0

}
(D0 ⊂ Rk ),

f : D0 → D, (u1, . . . , uk) 7→ (q1(u1, . . . , uk), . . . , qN (u1, . . . , uk)),

ω =
1

k!
ωα1...αk (q)dq

α1 ∧ · · · ∧ dqαk : D 上で定義された k 形式.

積分 ∫
D
ω を定義する際，qα = qα(u1, . . . , uk)により変数 uα の微分形式に変換したものは，

写像 f : D0 → D による ω の引き戻し f∗ω とよばれる．

f∗ω :=
1

k!
ωα1...αk (q(u

1, . . . , uk))
∂qα1

∂ui1
dui1 ∧ · · · ∧ ∂qαk

∂uik
duik

=
1

k!
ωα1...αk (q(u

1, . . . , uk))
∂(qα1 , . . . , qαk )

∂(u1, . . . , uk)
du1 ∧ · · · ∧ duk.

微分形式の積分は，Euclid空間への引き戻しにより定義されている．
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微分形式の積分

微分形式の積分：Stokesの定理
微分形式の引き戻しについて次の等式が基本的である：
引き戻しと外微分は交換可能
k − 1形式 ω と写像 f : D0(⊂ Rk) → D （D は配位空間内の k 次元領域）について，

f∗(dω) = d(f∗ω).

【証明】ω =
1

k!
ωα1...αk−1(q)dq

α1 ∧ · · · ∧ dqαk−1 に対し，

dω =
1

k!

∂ωα1...αk−1(q)

∂qβ
dqβ ∧ dqα1 ∧ · · · ∧ dqαk−1 ,

f∗(dω) =
1

k!

∂ωα1...αk−1

∂qβ
(q(u))

∂qβ

∂uj
duj ∧ ∂qα1

∂ui1
dui1 ∧ · · · ∧ ∂qαk−1

∂uik−1
duik−1

=
1

k!

∂ωα1...αk−1

∂qβ
(q(u))

∂qβ

∂uj

∂qα1

∂ui1
· · · ∂q

αk−1

∂uik−1
duj ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duik−1 ,
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微分形式の積分

微分形式の積分：Stokesの定理
一方，d(f∗ω)を計算すると次のようになる．

f∗ω =
1

k!
ωα1...αk−1(q(u))

1

k!

∂qα1

∂ui1
· · · ∂q

αk−1

∂uik−1
dui1 ∧ · · · ∧ duik−1 ,

d(f∗ω) =
1

k!

∂

∂uj

[
ωα1...αk−1(q(u))

∂qα1

∂ui1
· · · ∂q

αk−1

∂uik−1

]
duj ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duik−1

=
1

k!

∂ωα1...αk−1

∂uj
(q(u))

∂qα1

∂ui1
· · · ∂q

αk−1

∂uik−1
duj ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duik−1

+
1

k!
ωα1...αk−1(q(u))

∂2qα1

∂uj∂ui1︸ ︷︷ ︸
(1)

∂qα2

∂ui2
· · · ∂q

αk−1

∂uik−1
duj ∧ dui1︸ ︷︷ ︸

(2)

∧ dui2 ∧ · · · ∧ duik−1

+ · · ·
（(1)は j, i1 について対称，(2)は j, i1 について反対称だから青字部分 = 0）

=
1

k!

∂ωα1...αk−1

∂qβ
(q(u))

∂qβ

∂uj

∂qα1

∂ui1
· · · ∂q

αk−1

∂uik−1
duj ∧ dui1 ∧ · · · ∧ duik−1

= f∗(dω).

（命題の証明終わり）
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微分形式の積分

微分形式の積分：Stokesの定理
∫
∂D

ω =

∫
∂D0

f∗ω,

∫
D

dω =

∫
D0

f∗(dω) =

∫
D0

d(f∗ω)

であるから，D が Euclid空間 Rk+1 中の領域，座標 (qα)が Cartesian座標 (ui)の場合に
Stokesの定理を証明すればよい．
ここでは，k = 1の場合のみ証明する
（一般の k の場合の証明は「補遺」に記します．補遺スライドはWebに載せますので，概要欄の URLにアクセ
スしてご覧ください）．
証明すべき等式は，S0 ⊂ R2 として∮

∂S0

(ω1du
1 + ω2du

2) =

∫∫
S0

(
∂ω2

∂u1
− ∂ω1

∂u2

)
du1du2.

積分領域 S0 ⊂ R2 はどのようにとってもいいから，S0 として右図
の三角形 P0P1P2 をとることにする．
（D として右の三角形 P0P1P2 からなめらかに写像されるものを
考えることにする）
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微分形式の積分

微分形式の積分：Stokesの定理

三角形 P0P1P2 からの写像で曲面が表せない場合．
右図のように曲面を三角形分割し，各曲面三角形上の積分に対し
上の結果を適用する．
線積分について，二つの隣接する小三角形が共有する辺からの
寄与は，同じ線分の逆方向の線積分が現れるので，互いに
キャンセルしあい 0となる．∫

∂D

ω =
∑

∂(小三角形)

ω,

∫
D

dω =
∑

小三角形
dω.

ゆえに，小三角形について Stokesの定理を証明すればよい．
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微分形式の積分

微分形式の積分：Stokesの定理
∫∫

P0P1P2

(
∂ω2

∂u1
− ∂ω1

∂u2

)
du1du2

=

∫∫
0≤u1+u2≤1

(
∂ω2

∂u1
− ∂ω1

∂u2

)
du1du2

=

∫ 1

0

[
ω2(1− u2, u2)− ω2(0, u

2)
]
du2

−
∫ 1

0

[
ω1(u

1, 1− u1)− ω1(u
1, 0)

]
du1

=

∫
P1P2

ω2du
2 +

∫
P2P0

ω2du
2 +

∫
P1P2

ω1du
1 +

∫
P0P1

ω1du
1

=

∫
P0P1+P1P2+P2P0

(ω1du
1 + ω2du

2)

=

∮
∂(P0P1P2)

(ω1du
1 + ω2du

2).

（Stokesの定理の証明終わり）
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まとめ

今回の内容

1 はじめに

2 接ベクトル・1形式

3 微分形式とくさび積

4 外微分

5 微分形式の積分

6 まとめ
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まとめ

まとめ

解析力学のための微分幾何．
• 接ベクトル
• 微分形式（交代多重線形形式）
• くさび積（反可換積の代数）
• 外微分
• 微分形式の積分，Stokesの定理．

次回の予定：
• Hamilton形式の力学の幾何学的探求．
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