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はじめに

はじめに

• 解析力学は座標（人間のモノサシ）の選び方で不変な力学の定式化である．
• Hamilton形式の力学：力学の幾何学的側面をあらわにしている．
幾何学：変換に対して不変なものを調べる数学．

• （前回）微分幾何の準備．

今回の予定
Hamilton力学における不変性・保存則を調べる．

• 正準変換．
• Poisson括弧．
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今回の内容

1 はじめに

2 復習：Hamilton力学

3 正準変換

4 Poisson括弧

5 二次元当方的調和振動子

6 まとめ
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復習：Hamilton 力学

復習：Hamilton力学

相空間 {
(q1, . . . , qN , p1, . . . , pN )

}
( qα : 一般座標, pα : 一般運動量 ).

物理では「位相空間」と言うことが多いが，数学の位相空間 (topological space) とは全く別物である．

Hamilton正準方程式：Hamilton力学における運動方程式
dqα

dt
=

∂H

∂pα
,

dpα
dt

= − ∂H

∂qα
( α = 1, . . . , N ),

H = H(q, p, t) = H(q1, . . . , qN , p1, . . . , pN , t) Hamiltonian.

Hamiltonの原理（変分原理）から導出される．

δS = δ

∫ tF

tI

[pαq̇
α −H(q, p, t)]dt = 0 s.t. δq(tI) = δq(tF) = 0.
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復習：Hamilton 力学

復習：Hamilton力学
相空間における変数変換 (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN )→ (Q1, . . . , QN , P1, . . . , PN )

新変数 (Q,P )も Hamilton正準方程式を満たすようにしたい．
dQα

dt
=

∂Hnew(Q,P, t)

∂Pα
,

dPα

dt
= −∂Hnew(Q,P, t)

∂Qα
( α = 1, . . . , N ),

i.e., 新旧両変数について Hamiltonの原理が成り立つようにしたい．
したがって，次が成り立てばよい．

∃W (q,Q, t) s.t. pαdq
α −Holddt = PαdQ

α −Hnewdt+ dW.

正準変換 (q, p)→ (Q,P )（母関数W (q,Q, t)）

pα =
∂W (q,Q, t)

∂qα
, Pα = −∂W (q,Q, t)

∂Qα
, Hnew = Hold +

∂W (q,Q, t)

∂t
,
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復習：Hamilton 力学

復習：Hamilton力学

正準変換 (q, p)→ (Q,P )（母関数W1(q, P, t)）

pα =
∂W1(q, P, t)

∂qα
, Qα =

∂W1(q, P, t)

∂Pα
, Hnew = Hold +

∂W1(q, P, t)

∂t
.

dW (q,Q, t) = pαdq
α − PαdQ

α − (Hold −Hnew)dt,

⇔ d(W (q,Q, t) + PαQ
α︸ ︷︷ ︸

W1(q,P,t)

) = pαdq
α +QαdPα − (Hold −Hnew)dt.

Legendre変換 W (q,Q, t) → W1(q, P, t).
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復習：Hamilton 力学

復習：Hamilton力学
無限小正準変換（生成子 G(q, p), ϵ ≈ 0）(q, p)→ (qϵ, p

ϵ)

母関数W1(q, p
ϵ) = qαpϵα + ϵG(q, pϵ) の正準変換．O(ϵ2)を無視する．

qαϵ = qα + ϵ
∂G(q, p)

∂pα
, pϵα = pα − ϵ

∂G(q, p)

∂qα
.

ϵ → 有限値パラメータ s.

G(q, p)を生成子とする正準変換 (q, p)→ (q(s), p(s))

dqα(s)

ds
=

∂G(q, p)

∂pα
,

dpα(s)

ds
= −∂G(q, p)

∂qα
.

とくに，正準方程式による時間発展は正準変換である．
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復習：Hamilton 力学

復習：Hamilton力学

（例）三次元 Euclid空間，N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z).

角運動量は回転の生成子である．
Mz = xpy − ypx.

Mz が生成する正準変換（パラメータ θ）．
dx

dθ
=

∂Mz

∂px
,

dy

dθ
=

∂Mz

∂py
,

dz

dθ
=

∂Mz

∂pz
,

dpx
dθ

= −∂Mz

∂x
,

dpy
dθ

= −∂Mz

∂y
,

dpz
dθ

= −∂Mz

∂z
.
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復習：Hamilton 力学

復習：Hamilton力学
（例）三次元 Euclid空間，N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z).

角運動量は回転の生成子である．
Mz = xpy − ypx.

Mz が生成する正準変換（パラメータ θ）．
dx

dθ
= −y, dy

dθ
= x,

dz

dθ
= 0,

dpx
dθ

= −py,
dpy
dθ

= px,
dpz
dθ

= 0.

⇓
∴ x(θ) = x cos θ − y sin θ, y(θ) = x sin θ + y cos θ, z(θ) = z,

px(θ) = px cos θ − py sin θ, py(θ) = px sin θ + py cos θ, pz(θ) = pz.

z軸中心の角 θ回転．
（復習終わり）
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復習：Hamilton 力学

復習：Hamilton力学

• これからは簡単のため，正準変換は母関数W が tを陽に含まないものを考える．このとき，

pαdq
α − PαdQ

α = dW.

• Hamiltonian H も時刻 tを陽に含まないとする．
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正準変換

正準変換
(q, p)→ (Q,P )：正準変換．

∃W (q,Q) s.t. pαdq
α − PαdQ

α = dW, (1)

⇒ dpα ∧ dqα − dPα ∧ dQα = d(pαdq
α − PαdQ

α) = d2W = 0.

逆に
dpα ∧ dqα − dPα ∧ dQα = d(pαdq

α − PαdQ
α) = 0

であるとき，相空間が 1点可縮ならば，Poincaréの補題より (1)が成立，
すなわち，(q, p)→ (Q,P )は正準変換である（実際問題としては，相空間は 1点可縮と考えてよい）．

正準 2形式と正準変換の特徴づけ (1)

• 正準 2形式：dpα ∧ dqα.

• (q, p)→ (Q,P )は正準変換である．⇔ 正準 2形式が不変である：dpα ∧ dqα = dPα ∧ dQα.
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正準変換

正準変換

(zµ) = (z1, . . . , zN , zN+1, . . . , z2N ) := (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN ).

正準 2形式 dpα ∧ dqα =
1

2
Jµνdz

µ ∧ dzν ,

[Jµν ] =

[
O −IN
IN O

]
（IN：N 次単位行列）.

(Zµ) = (Q1, . . . , QN , P1, . . . , PN )とすると，

dPα ∧ dQα =
1

2
JµνdZ

µ ∧ dZν =
1

2
Jµν

∂Zµ

∂zρ
∂Zν

∂zσ
dzρ ∧ dzσ.
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正準変換
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dPα ∧ dQα =
1

2
JµνdZ

µ ∧ dZν =
1

2
Jµν

∂Zµ

∂zρ
∂Zν

∂zσ
dzρ ∧ dzσ.

正準変換の特徴づけ (2)

(zµ)→ (Zµ)は正準変換である． ⇔ Jµν
∂Zµ

∂zρ
∂Zν

∂zσ
= Jρσ.
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(Zµ) = (Q1, . . . , QN , P1, . . . , PN )とすると，

dPα ∧ dQα =
1

2
JµνdZ

µ ∧ dZν =
1

2
Jµν

∂Zµ

∂zρ
∂Zν

∂zσ
dzρ ∧ dzσ.

正準変換の特徴づけ (2′)

(zµ)→ (Zµ)は正準変換である． ⇔ MTJM = J

(
M =

[
∂Zµ

∂zρ

]
Jacobi行列

)
.
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正準変換

正準変換
dpα ∧ dqα は正準変換で不変なので，dpα1 ∧ dqαk ∧ · · · ∧ dpαk

∧ dqαk ( 1 ≤ k ≤ N ) も不変である．
とくに次の 2N 形式は正準変換で不変である．

dp1 ∧ · · · ∧ dpN ∧ dq1 ∧ · · · ∧ dqN

定理
相空間内の有限な領域Dの体積は正準変換 (q, p)→ (Q,P )で不変である．∫

· · ·
∫
D

dq1 · · · dqNdp1 · · · dpN =

∫
· · ·

∫
D̃

dQ1 · · · dQNdP1 · · · dPN

D̃：領域Dの正準変換 (q, p)→ (Q,P )による像．
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正準変換

正準変換：Liouvilleの定理
Hamilton正準方程式に従う時間発展は正準変換であるから，
Liouville（リウヴィル）の定理
相空間内の有限な領域の各点が正準方程式に従って運動するとき，領域の体積は不変に保たれる．

相空間内の領域は非圧縮性流体のように動く．
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正準変換

正準変換：Poincaréの再帰定理

Liouvilleの定理の応用．
Poincaréの再帰定理
相空間内の等エネルギー面

S(E) := { (q, p) | H(q, p) = E } ( E : const. ).

• S(E)は有界．
• P ∈ S(E) 任意．

⇓
Pのどの近傍にも，解が繰り返しその近くに戻ってくるような
点が存在する．

緒方 (電通大) 解析力学 (5) January 9, 2022 16 / 37



正準変換

正準変換：Poincaréの再帰定理
【Poincaréの再帰定理の証明】

正準方程式による時間発展 z0 = z(t = 0) → z(t).

⇒ Hamiltonian flow ϕt : z0 7→ ϕt(t0) = z(t).

軌道 ϕt(z0) ( t > 0 )は相空間内の等エネルギー面 S(E) := { (zµ) | H(z) = E }内に含まれる．

∆ρ : 二つの等エネルギー面 S(E), S(E +∆E)の間の距離,

∇H := (∂1H, . . . , ∂2NH) ( ∂µ = ∂/∂zµ ).

∇H ⊥ S(E) より ∆E = |∇H|∆ρ ( |∇H| =
√∑

µ(∂µH)2 ).

図の微小体積 ∆ρ∆σ = ∆E∆σ/|∇H| は Hamiltonian flow で不変，
よって，∆σ/|∇H|も不変である．

µ(A) :=

∫
A

dσ

|∇H| (A ⊂ S(E) )

Hamiltonian flowで不変, i.e., µ(ϕt(A)) = µ(A).
dσ：S(E)上の微小面素．
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正準変換

正準変換：Poincaréの再帰定理
S(E)は有界とする ( µ(S(E)) < ∞ ).

任意の点 P ∈ S(E)，そして，その任意の閉近傍 U0 をとる．時間 τ > 0を任意にとる．
• µ(U0) = µ(ϕτ (U0)) = µ(ϕ2τ (U0)) = · · · > 0.

• S(E)は有界 ( µ(S(E)) < ∞ ).

したがって，U0, ϕτ (U0), ϕ2τ (U0), . . .はやがて重なり合う，i.e.,

∃k, l s.t. ϕkτ (U0) ∩ ϕlτ (U0) 6= ∅ ⇒ U0 ∩ ϕk1τ (U0) =: U1 6= ∅ ( k1 = k − l ).

U1 に対して同じ議論をすれば，
∃k2 s.t. U1 ∩ ϕk2τ (U1) =: U2 6= ∅, . . .

こうして得られる閉集合列 U0 ⊃ U1 ⊃ U2 ⊃ · · · に含まれる点が必ず存在する．

U∞ :=

∞⋂
n=0

Un

とおくと，U∞ の点は時刻 k1τ, (k1 + k2)τ, . . .に U∞ に戻ってくる．
（Poincaréの再帰定理の証明終わり）
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Poisson 括弧

Poisson括弧
Poisson括弧
A(q, p), B(q, p)の Poisson括弧．

{A,B} := ∂A

∂qα
∂B

∂pα
− ∂A

∂pα

∂B

∂qα
= Jµν ∂A

∂zµ
∂B

∂zν
,

J−1 = [Jµν ] =

[
O IN
−IN O

]
（J = [Jµν ]の逆行列）.

• Poisson括弧は正準変換で不変である．
• 正準交換関係

{qα, pβ} = δαβ , {qα, qβ} = 0, {pα, pβ} = 0.

• 正準変換の特徴づけ (3)：(q, p)→ (Q,P )が正準変換である必要十分条件は
{Qα, Pβ} = δαβ , {Qα, Qβ} = 0, {Pα, Pβ} = 0.
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Poisson 括弧

Poisson括弧
Poisson括弧は正準変換で不変である．
【証明】変数 (Zµ) = (Q,P )に関する Poisson括弧を {·, ·}′ と記す：

{A,B}′ = Jµν ∂A

∂Zµ

∂B

∂Zµ
.

(zµ) → (Zµ)が正準変換であるなら，

MTJM = J, M =

[
∂Zµ

∂zρ

]
.

両辺の逆行列をとって，

M−1J−1M−T = J−1, i.e., Jρσ ∂zµ

∂Zρ

∂zν

∂Zσ
= Jµν .

∴ {A,B}′ = Jρσ ∂zµ

∂Zρ

∂zν

∂Zσ

∂A

∂zµ
∂B

∂zν
= Jµν ∂A

∂zµ
∂B

∂zν
= {A,B}.
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Poisson 括弧

Poisson括弧
(q, p)が Hamilton正準方程式に従って時間発展するとき，

d

dt
A(q, p, t) =

∂A

∂t
+ {A,H}. (2)

とくに Aが時刻 tを陽に含まない時，
d

dt
A(q, p) = {A,H}.

A(q, p)は保存量 ⇔ {A,H} = 0.

【(2)の証明】

∵ dA

dt
=

∂A

∂t
+

∂A

∂qα
q̇α +

∂A

∂pα
ṗα =

∂A

∂t
+

∂A

∂qα
∂H

∂pα
− ∂A

∂pα

∂H

∂qα
=

∂A

∂t
+ {A,H}.
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∂t
+ {A,H}.
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Poisson 括弧

Poisson括弧
A(q, p)の Hamiltonian flow

vA := {·, A} = ∂A

∂pα

∂

∂qα
− ∂A

∂qα
∂

∂pα
= Jµν ∂A

∂zν
∂

∂zµ
.

vA の積分曲線 (q(s), p(s))（Aを生成子とする正準変換）. . . 曲面 A(q, p) = const.上を走る．

dqα(s)

ds
=

∂A

∂pα
= {qα, A},

dpα(s)

ds
= − ∂A

∂qα
= {pα, A}.

vA の積分曲線に沿う B(q, p)の変化．
dB

ds
= {B,A}.
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Poisson 括弧

Poisson括弧：Noetherの定理

Noetherの定理：不変性 ↔ 保存量

Hamiltonian H は Aの生成する正準変換で不変である．
⇔ {H,A} = 0.

⇔ Aは保存量である．
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Poisson 括弧

Poisson括弧
Poisson括弧の性質

1 双線形性．
{c1A1 + c2A2, B} = c1{A1, B}+ c2{A2, B}
{A, c1B1 + c2B2} = c1{A,B1}+ c2{A,B2}

( c1, c2 : const. ).

2 反可換性．
{A,B} = −{B,A}.

3 Jacobi律．
{A, {B,C}}+ {B, {C,A}}+ {C, {A,B}} = 0.

4 Leibniz則（Poisson括弧は微分演算子である）．

{A,BC} = {A,B}C + {A,C}B.

1., 2., 4.を示すのは容易．3.の証明は「補遺」に載せる．∗ 概要欄の URLにアクセスしてご覧ください．
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Poisson 括弧

Poisson括弧：Poissonの定理

Poissonの定理
A,B が保存量なら {A,B}も保存量である．
【証明】Jacobi律と反可換性より

{{A,B}, H} = {A, {B,H}} − {B, {A,H}}.

A,B が保存量なら {A,H} = {B,H} = 0により {{A,B}, H} = 0.
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Poisson 括弧

Poisson括弧：Lie代数
Lie代数
実ベクトル空間 gにおいて「交換子積」とよばれる演算 g× g 3 (u, v) 7→ [u, v] ∈ g が与えられており，
次の 3つの性質を満たすとき，gは実 Lie代数（実 Lie環）であるという．
• 双線形性：

[c1u1 + c2u2, v] = c1[u1, v] + c2[u2, v], [u, c1v1 + c2v2] = c1[u, v1] + c2[u, v2]

( u, u1, u2, v, v1, v2 ∈ g, c1, c2 ∈ R ).

• 反可換性：[u, v] = −[v, u] ( u, v ∈ g ).

• Jacobi律：
[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 ( u, v, w ∈ g ).

物理系の保存量全体の集合は Poisson括弧を交換子積とする Lie代数をなす．
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Poisson 括弧

Poisson括弧
（例）三次元 Euclid空間，N = 3, (q1, q2, q3) = (x, y, z).

角運動量（回転の生成子） Mx = ypz − zpy, My = zpx − xpz, Mz = xpy − ypx.

⇓
{pα, pβ} = 0 ( α, β = x, y, z ),

{px,Mx} = 0, {px,My} = pz, {px,Mz} = −py,
{py,Mx} = −pz, {py,My} = 0, {py,Mz} = px,

{pz,Mx} = py, {pz,My} = −px, {pz,Mz} = 0,

{Mx,My} = Mz, {My,Mz} = Mx, {Mz,Mx} = My.

• 運動量 {pα}, 角運動量 {Mα}の張るベクトル空間は，Poisson括弧を交換子積とする
Lie代数をなす．

• 角運動量の x, y成分が保存するならば z成分も保存する．
物理系が x, y軸まわりの回転で不変ならば z軸まわりの回転でも不変である．
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二次元当方的調和振動子

今回の内容

1 はじめに

2 復習：Hamilton力学

3 正準変換

4 Poisson括弧

5 二次元当方的調和振動子

6 まとめ
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二次元当方的調和振動子

二次元当方的調和振動子
∗ 山本義隆・中村孔一「解析力学 II」（朝倉書店，1998年）より引用．
二次元当方的調和振動子について，その不変量を Poisson括弧により調べる．

H =
1

2
(p2x + p2y) +

ω2

2
(x2 + y2).

次の量を導入する．

a±x :=
1√
2ω

(px ∓ iωx), a±y :=
1√
2ω

(py ∓ iωy).

a±x , a
±
y の満たす交換関係 {H, a±x } = ±iωa±x , {H, a±y } = ±iωa±y .

したがって，次の不変量が存在する．

a+x a
−
x , a+y a

−
y , a+x a

−
y , a−x a

+
y .

∵ {a+
x a

−
x , H} = {a+

x , H}a−
x + {a−

x , H}a+
x = −iωa+

x a
−
x + iωa−

x a
+
x = 0, etc.
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二次元当方的調和振動子

二次元当方的調和振動子
4つの保存量について調べる．

a+x a
−
x =

1

2ω
(p2x + ω2x2), a+y a

−
y =

1

2ω
(p2y + ω2y2) x, y各成分のエネルギー保存則.

a+x a
−
y =

1

2ω

[
pxpy + ω2xy − iω(xpy − ypx)

]
,

a−x a
+
y =

1

2ω

[
pxpy + ω2xy + iω(xpy − ypx)

]
.

したがって，次の保存量が見つかる．

xpy − ypx 軌道角運動量保存 ← 等方性に由来,

1

2
(pxpy + ω2xy) ← 「隠れた対称性」に由来.
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二次元当方的調和振動子

二次元当方的調和振動子
正準変換

X =
px
ω
, PX = −ωx, Y = y, PY = py

( dPX ∧ dX + dPY ∧ dY = dpx ∧ dx+ dpy ∧ dy ).

⇓

K = H =
1

2
(P 2

X + P 2
Y ) +

ω2

2
(X2 + Y 2).

新変数でも二次元当方的調和振動子となる．
よって，軌道角運動量XPY − Y PX が保存する．

XPY − Y PX =
1

ω
(pxpy + ω2xy) → 「隠れた対称性」による保存量,

PXPY + ω2XY = −ω(xpy − ypx) → 軌道角運動量の保存.

軌道角運動量 ↔ 「隠れた対称性」による保存量.
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二次元当方的調和振動子

二次元当方的調和振動子：二次元Kepler問題
二次元 Kepler問題

Lagrangian L =
1

2
(ẋ2 + ẏ2) +

µ√
x2 + y2

( µ > 0 const. ).

座標変換 (x, y)→ (ξ, η), x =
1

2
(ξ2 − η2), y = ξη を行う．

Lagrangian L =
1

2
(ξ2 + η2)(ξ̇2 + η̇2) +

2µ

ξ2 + η2
,

運動量 pξ =
∂L

∂ξ̇
= (ξ2 + η2)ξ̇, pη =

∂L

∂η̇
= (ξ2 + η2)η̇,

Hamiltonian H = pξ ξ̇ + pη η̇ − L =
1

2

p2ξ + p2η
ξ2 + η2

− 2µ

ξ2 + η2
.
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二次元当方的調和振動子

二次元当方的調和振動子：二次元Kepler問題
H は保存量，軌道は相空間内の曲面H = ϵ ( const. )上にある．
ϵ < 0のとき，配位空間（(x, y)-平面）内の楕円軌道を動く．ϵ = −ω2/2(< 0)とおくと，

1

2

p2ξ + p2η
ξ2 + η2

− 2µ

ξ2 + η2
= −ω2

2
,

∴ K :=
1

2
(p2ξ + p2η) +

ω2

2
(ξ2 + η2) = 2η 二次元当方的調和振動子の Hamiltonian!

したがって，K を Hamiltonianとする正準方程式（時間変数 τ）
dξ

dτ
=

∂K

∂pξ
,

dpξ
dτ

= −∂K

∂ξ
,

dη

dτ
=

∂K

∂pη
,

dpη
dτ

= −∂K

∂η

の解軌道に沿って，i.e., 曲面K = const.上で先程の 4つの量が保存する．
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二次元当方的調和振動子

二次元当方的調和振動子：二次元Kepler問題
曲面K = const.上で次の 4つの量が保存する．

Hξ :=
1

2
(p2ξ + ω2ξ2), Hη :=

1

2
(p2η + ω2η2),

L := ξpη − ηpξ, S := pξpη + ω2ξη.

K = const. ⇔ H = const.であるから，結局，実際の物理系の運動において上の 4つの量が保存する．

L = 2(xẏ − yẋ) → 軌道角運動量保存.

Hξ −Hη = − 2
{
ẏ(xẏ − yẋ)− µ

x

r

}
S = − 2

{
−ẋ(xẏ − yẋ)− µ

y

r

}
 Lenzベクトル保存 ( r =

√
x2 + y2 ). (3)

Lenzベクトル ṙ × (r × ṙ)− µ
r

r
，Hξ −Hη は x成分 ×(−2)，S は y成分 ×(−2).

(3)の導出は面倒なので「補遺」に記します（概要欄の URLにアクセスして補遺 PDFを御覧ください）．
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まとめ

今回の内容

1 はじめに

2 復習：Hamilton力学

3 正準変換

4 Poisson括弧

5 二次元当方的調和振動子

6 まとめ
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まとめ

まとめ

• 正準変換．
▶ 正準変換 ⇔ 正準 2形式が不変．
▶ 正準変換における不変量，Liouvilleの定理→ Poincaréの再帰定理．

• Poisson括弧：保存則を記述．
▶ Aは保存量 ⇔ {A,H} = 0.
▶ Noetherの定理：不変性 ↔ 保存量の存在．
▶ 不変量全体の集合：Lie代数の構造．

• 二次元当方的調和振動子．二次元 Kepler問題．
Poisson括弧→隠れた対称性による保存量．Lenzベクトル保存．
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