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補遺：Christoffelの記号の変換則
Christoffelの記号 Γα

βγ は座標変換 (qα) → (Qα) の際，次のように変換する．

Γα
βγ → Γ̃α

βγ =
∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

∂qµ

∂Qγ
Γκ
λµ +

∂Qα

∂qκ
∂2qκ

∂Qβ∂Qγ
.

【証明】座標変換後の計量テンソルを g̃αβ とする．

Γ̃α
βγ =

1

2
g̃αδ

(
∂g̃δγ
∂Qβ

+
∂g̃δβ
∂Qγ

− ∂g̃βγ
∂qδ

)
=

1

2

∂Qα

∂qκ
∂Qδ

∂qλ
gκλ

{
∂

∂Qβ

(
∂qµ

∂Qδ

∂qν

∂Qγ
gµν

)
+

∂

∂Qγ

(
∂qµ

∂Qδ

∂qν

∂Qβ
gµν

)
− ∂

∂Qγ

(
∂qµ

∂Qδ

∂qν

∂Qβ
gµν

)}
=

1

2
gκλ

{
∂Qα

∂qκ
∂Qδ

∂qλ
∂qµ

∂Qδ︸ ︷︷ ︸
δ
µ
λ

∂qν

∂Qγ

∂gµν
∂Qβ

+
∂Qα

∂qκ
∂Qδ

∂qλ
∂2qµ

∂Qβ∂Qδ

∂qν

∂Qγ
gµν︸ ︷︷ ︸

(1)

+
∂Qα

∂qκ
∂Qδ

∂qλ
∂qµ

∂Qδ︸ ︷︷ ︸
δ
µ
λ

∂2qν

∂Qβ∂Qγ
gµν +

∂Qα

∂qκ
∂Qδ

∂qλ
∂qµ

∂Qδ︸ ︷︷ ︸
δ
µ
λ

∂qν

∂Qβ

∂gµν
∂Qγ
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補遺：Christoffelの記号の変換則

+
∂Qα

∂qκ
∂Qδ

∂qλ
∂2qµ

∂Qγ∂Qδ

∂qν

∂Qβ
gµν︸ ︷︷ ︸

(2)

+
∂Qα

∂qκ
∂Qδ

∂qλ
∂qµ

∂Qδ︸ ︷︷ ︸
δ
µ
λ

∂2qν

∂Qβ∂Qγ
gµν

− ∂Qα

∂qκ
∂qµ

∂Qβ

∂qν

∂Qγ

∂Qδ

∂qγ
∂gµν
∂Qδ︸ ︷︷ ︸

∂gµν

∂qλ

− ∂Qα

∂qκ
∂Qδ

∂qλ
∂2qµ

∂Qβ∂Qδ

∂qν

∂Qγ
gµν︸ ︷︷ ︸

(1)

− ∂Qα

∂qκ
∂Qδ

∂qλ
∂qµ

∂Qβ

∂2qν

∂Qγ∂Qδ
gµν︸ ︷︷ ︸

(2)

}

（同じ番号を付けた項同士が相殺しあい）

=
1

2

∂Qα

∂qκ
∂qµ

∂Qβ

∂qν

∂Qγ
gκλ

(
∂gλν
∂qµ

+
∂gλµ
∂qν

− ∂gµν
∂qλ

)
+

∂Qα

∂qκ
∂2qν

∂Qβ∂Qγ
gκλgλν︸ ︷︷ ︸

δκν

=
∂Qα

∂qκ
∂qµ

∂Qβ

∂qν

∂Qγ
Γκ
µν +

∂Qα

∂qκ
∂2qκ

∂Qβ∂Qγ
.

（証明終わり）
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補遺：共変微分の共変性
共変微分 ∇Y X が反変ベクトルの変換則に従うこと．
Xα を反変ベクトルとする．座標変換 (qα) → (Qα)で (Xα) → (X̃α)と変換するとして，
∇βX

α が
∇αX

α → ∇̃βX̃
α =

∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ
∇λX

κ

と変換することを示せばよい．

∇̃βX̃
α =

∂X̃α

∂Qβ
+ Γ̃α

βτ X̃
τ

（Γ̃α
βτ は変換後の Christoffelの記号）

=
∂qλ

∂Qβ

∂

∂qλ

(
∂Qα

∂qκ
Xκ

)
+ Γ̃α

βτ
∂Qτ

∂qµ
Xµ

=
∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

∂Xκ

∂qλ
+

∂2Qα

∂qλ∂qµ
∂qλ

∂Qβ
Xµ + Γ̃α

βτ
∂Qτ

∂qµ
Xµ

=
∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

∂Xκ

∂qλ
+ δαρ︸︷︷︸

∂Qα

∂qκ
∂qκ

∂Qγ

∂qλ

∂Qβ

∂2Qγ

∂qλ∂qµ
Xµ
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補遺：共変微分の共変性

+ δαρ︸︷︷︸
∂Qα

∂qκ
∂qκ

∂Qρ

δσβ︸︷︷︸
∂qλ

∂Qβ
∂Qσ

∂qλ

Γ̃ρ
στ

∂Qτ

∂qµ
Xµ

=
∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

=
∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

{
∂Xκ

∂qλ
+

(
∂qκ

∂Qρ

∂Qσ

∂qλ
∂Qτ

∂qµ
Γ̃ρ
στ +

∂qκ

∂Qγ

∂2Qγ

∂qλ∂qµ

)
Xµ

}
.

Christoffelの記号の変換則により青字部分は Γκ
λµ に等しいから，

∇̃βX̃
α =

∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

(
∂Xκ

∂qλ
+ Γκ

λµX
µ

)
=

∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ
∇λX

κ.

（証明終わり）
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補遺：曲率の表式の証明
まず，曲率 Rκλµν は次のように表される．

Rκλµν = gκρ(∂µΓ
ρ
νλ − ∂νΓ

ρ
µλ + Γρ

µσΓ
σ
νλ − Γρ

νσΓ
σ
µλ).

gκρ(∂µΓ
ρ
νλ − ∂νΓ

ρ
µλ)

=
1

2
gκρ {∂µ [gρσ(∂νgσλ + ∂λgσν − ∂σgνλ)]− ∂ν [g

ρσ(∂µgσλ + ∂λgσµ − ∂σgµλ)]}

=
1

2

{
gκρg

ρσ︸ ︷︷ ︸
δσκ

∂µ(∂νgσλ + ∂λgσν − ∂σgνλ) + gκρ∂µg
ρσ(∂νgσλ + ∂λgσν − ∂σgνλ)

− gκρg
ρσ︸ ︷︷ ︸

δσκ

∂ν(∂µgσλ + ∂λgσµ − ∂σgµλ)− gκρ∂νg
ρσ(∂µgσλ + ∂λgσµ − ∂σgµλ)

}
（gκρg

ρσ = δσκ の両辺を微分して gκρ∂µg
ρσ = −gρσ∂µgκρ を得るから）

=
1

2

{
∂µ(∂νgκλ + ∂λgκν − ∂κgνλ)− gρσ∂µgκρ(∂νgσλ + ∂λgσν − ∂σgλν)

− ∂ν(∂µgκλ + ∂λgκµ − ∂κgµλ) + gρσ∂νgκρ(∂µgσλ + ∂λgσµ − ∂σgµλ)
}

=
1

2
(∂λ∂µgκν + ∂κ∂νgλµ − ∂κ∂µgλν − ∂λ∂νgκµ)− ∂µgκρΓ

ρ
λν + ∂νgκρΓ

ρ
λµ.
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補遺：曲率の表式の証明

− ∂µgκρΓ
ρ
λν + gκρΓ

ρ
µσΓ

σ
νλ

= (−∂µgκσ + gκρΓ
ρ
µσ)Γ

σ
νλ

=

[
−∂µgκσ +

1

2
(∂µgκσ + ∂σgκµ − ∂κgµσ)

]
Γσ
νλ

= − 1

2
(∂κgµσ + ∂µgκσ − ∂σgκµ)Γ

σ
νλ

= − gστΓ
τ
κµΓ

σ
λν .

同様にして，
∂νgκρΓ

ρ
λµ − gκρΓ

ρ
νσΓ

σ
µλ = gστΓ

τ
κνΓ

σ
λµ

を得る．以上により題意の等式を得る．
（証明終わり）
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