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はじめに

今回の目的．
Riemann空間におけるスカラー・ベクトル・テンソル（場）．

ベクトル（場）は半分復習．テンソル（場）を定義．
ベクトル・テンソル（場）：座標変換における変換則を満たす量の組．

共変微分．
（前回）反変ベクトル場の共変微分．
空間の曲がりを考慮した微分として定義．
（今回）共変ベクトル場・テンソル場の共変微分．
ベクトル場・テンソル場の成分の変換則を満たすような微分として
共変微分を定義する．
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2 スカラー・ベクトル
3 テンソル
4 添字の上下
5 ベクトル場の共変微分
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「補遺」は動画では説明しません．
動画で用いた PCスライドをWebサイトに置きますので，概要欄に記した
URLにアクセスして御覧ください．
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スカラー・ベクトル

これからやること．
ベクトル場・テンソル場：「向き」をもつ物理量．
単なる数字の組ではない．
座標変換に対してベクトル場・テンソル場が矛盾なく与えられるように，
成分はある変換則に従う．
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スカラー・ベクトル
Riemann空間M

計量テンソル gµν により長さや曲がり具合を考えることができる空間．

∗ 「テンソル」については後でちゃんと定義する．
前回の動画（解析力学 (9)）では，拘束を受ける質点系の運動する空間
（配位空間）を Riemann空間とみなした．
そして，次式で計量テンソルを定義した．

計量テンソル gαβ :=
∂r

∂qα
· ∂r

∂qβ
(
q1, . . . , qN 一般座標 )

.
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スカラー・ベクトル
反変ベクトル場（接ベクトル場）
空間M の座標 q1, . . . , qN を用いて次のように表される微分作用素 X．

X = Xα(q)∂α = Xα(q)
∂

∂qα
, Xα(q) : M 上の関数.

∂r

∂qα
→ ∂

∂qα
接ベクトル＝方向微分，と同一視．
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スカラー・ベクトル
反変ベクトル場の変換規則
座標変換 (q1, . . . , qN ) → (Q1, . . . , QN )により，反変ベクトル場 X の成分は
次のように変換するとする．

Xα → X̃α.

ベクトル場の基底 {∂/∂qα} は次のように変換する．
∂

∂qα
→ ∂

∂Qα
=

∂qκ

∂Qα

∂

∂qκ
.

接ベクトル場 X 自体は座標変換で不変なので，

X = Xκ ∂

∂qκ
= X̃α ∂

∂Qα
.

反変ベクトル場の成分の変換規則
Xα → X̃α =

∂Qα

∂qκ
Xκ.
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スカラー・ベクトル
スカラー場，共変ベクトル場（1形式）

スカラー：M 上の関数で座標変換に対し不変なもの．
共変ベクトル場：反変ベクトル場をスカラー場に写す線形写像
（双対ベクトル場）ω = (ωα)．

ω : X 7→ 〈ω|X〉 = ωαX
α （スカラー場）.

{∂/∂qα}の双対基底 {dqα}．〈
dqα

∣∣∣∣ ∂

∂qβ

〉
= δαβ =

{
1 (α = β)

0 (α 6= β).

共変ベクトル場 ω は {dqα}を用いて次のように展開される．
ω = ωα(q)dq

α, ωα(q) : M 上の関数,

〈ω|X〉 =
〈
ωα(q)dq

α
∣∣Xβ(q)∂β

〉
= ωα(q)X

β(q)

〈
dqα

∣∣∣∣ ∂

∂qβ

〉
︸ ︷︷ ︸

δαβ

= ωα(q)X
α(q).
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スカラー・ベクトル
共変ベクトル場（1形式）の変換規則
座標変換 (q1, . . . , qN ) → (Q1, . . . , QN )により，共変ベクトル場 ω の成分は
次のように変換するとする．

ωα(q) → ω̃α(Q).

任意の反変ベクトル場 X に対し，〈ω|X〉はスカラー，すなわち，座標変換で不変
であるから，

ω̃αX̃
α = ωαX

α.

これと，X̃α =
∂Qα

∂qκ
Xκ より

共変ベクトル場（1形式）の成分の変換規則
ωα → ω̃α =

∂qκ

∂Qα
ωκ.

この変換規則は次からも導かれる

dQα =
∂Qα

∂qκ
dqκ.
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テンソル

2階共変テンソル場
2個の反変ベクトル場をスカラー値関数に写す双線形写像 ω = (ωαβ)．

ω : X,Y 7→ 〈ω|X,Y 〉 = ωαβX
αY β （スカラー場）.

テンソル場 ω は次のように展開される．

ω = ωαβ(q)dq
α ⊗ dqβ , ωαβ(q) : M 上の関数.

テンソル積 dqα ⊗ dqβ （⊗ . . .「直積」に線形演算のルールを付け加えたもの）〈
dqα ⊗ dqβ

∣∣∣∣ ∂

∂qλ
,

∂

∂qδ

〉
:=

〈
dqα

∣∣∣∣ ∂

∂qλ

〉〈
dqβ

∣∣∣∣ ∂

∂qδ

〉
= δαλ δ

β
δ .

〈ω|X,Y 〉 =
〈
ωαβdq

α ⊗ dqβ
∣∣∣∣Xλ ∂

∂qλ
, Y δ ∂

∂qδ

〉
= ωαβX

λY δ

〈
dqα ⊗ dqβ

∣∣∣∣ ∂

∂qλ
,

∂

∂qδ

〉
= ωαβX

λY δδαλ δ
β
δ = ωαβX

αY β .
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テンソル
2階共変テンソル場の変換規則
座標変換 (q1, . . . , qN ) → (Q1, . . . , QN )により，2階共変テンソル場 ω の成分は
次のように変換するとする．

ωαβ(q) → ω̃αβ(Q).

任意の反変ベクトル場X,Y に対し，〈ω|X,Y 〉はスカラー，すなわち，座標変換で
不変であるから，

ω̃αβX̃
αỸ β = ωαβX

αY β .

これと，X̃α =
∂Qα

∂qκ
Xκ, Ỹ β =

∂Qβ

∂qλ
Y λ, より，

2階共変テンソル場の成分の変換規則
ωαβ → ω̃αβ =

∂qκ

∂Qα

∂qλ

∂Qλ
ωκλ.

右の式からも導出できる dQα ⊗ dQβ =
∂Qα

∂qκ
∂Qβ

∂qλ
dqκ ⊗ dqλ.
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テンソル

2階反変テンソル場
2階共変テンソル場をスカラー値関数に写す双線形写像 T = (Tαβ)．

T : ω 7→ 〈ω|T 〉 = ωαβT
αβ （スカラー場）.

テンソル場 T は次のように展開される．

T = Tαβ(q)
∂

∂qα
⊗ ∂

∂qβ
, Tαβ(q) : M 上の関数.

テンソル積 ∂

∂qα
⊗ ∂

∂qβ〈
dqα ⊗ dqβ

∣∣∣∣ ∂

∂qλ
⊗ ∂

∂qδ

〉
:=

〈
dqα

∣∣∣∣ ∂

∂qλ

〉〈
dqβ

∣∣∣∣ ∂

∂qδ

〉
= δαλ δ

β
δ .

〈ω|T 〉 =
〈
ωαβdq

α ⊗ dqβ
∣∣∣∣Tλδ ∂

∂qλ
⊗ ∂

∂qδ

〉
= ωαβT

λδ

〈
dqα ⊗ dqβ

∣∣∣∣ ∂

∂qλ
,

∂

∂qδ

〉
= ωαβT

λδδαλ δ
β
δ = ωαβT

αβ .
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テンソル
2階反変テンソル場の変換規則
座標変換 (q1, . . . , qN ) → (Q1, . . . , QN )により，2階反変テンソル場 T の成分は
次のように変換するとする．

Tαβ(q) → T̃αβ(Q).

任意の 2階共変ベクトル場 ω に対し，〈ω|ω〉はスカラー，すなわち，座標変換で
不変であるから，

ω̃αβT̃
αβ = ωαβT

αβ .

これと，ω̃αβ =
∂qκ

∂Qα

∂qλ

∂Qβ
ωκλ より，

2階反変テンソル場の成分の変換規則
Tαβ → T̃αβ =

∂Qα

∂qκ
∂Qβ

∂qλ
Tκλ.

右の式からも導出できる ∂

∂Qα
⊗ ∂

∂Qβ
=

∂qκ

∂Qα

∂qλ

∂Qβ

∂

∂qκ
⊗ ∂

∂qλ
.
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テンソル

2階共変テンソル場 ω：2つの反変ベクトル場をスカラー場に写す写像
→ 2階反変ベクトル場をスカラー場に写す写像に拡張される．

ω = ωαβdq
α ⊗ dqβ , T = Tαβ ∂

∂qα
⊗ ∂

∂qβ
に対し，

〈ω|T 〉 =
〈
ωαβdq

α ⊗ dqβ
∣∣∣∣Tλδ ∂

∂qλ
⊗ ∂

∂qδ

〉
= ωαβT

λδ

〈
dqα ⊗ dqβ

∣∣∣∣ ∂

∂qλ
⊗ ∂

∂qδ

〉
= ωαβT

λδδαλ δ
β
δ = ωαβT

αβ .

2つの反変ベクトル場の組 (X,Y ) → 次の 2階反変ベクトル場と同一視する．

X ⊗ Y := XαY β ∂

∂qα
⊗ ∂

∂qβ
.

〈ω|X,Y 〉 = 〈ω|X ⊗ Y 〉.
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テンソル
(1,1)型テンソル場
共変ベクトル場 ω = ωαdq

α と反変ベクトル場 X = Xα∂α をスカラー値関数に
写す双線形写像 T = (Tα

β)．

T : (ω,X) 7→ 〈T |ω,X〉 := ωαT
α
βX

β （スカラー場）.

テンソル場 T は次のように展開される．

T = Tα
β(q)

∂

∂qα
⊗ dqβ , Tα

β (q) : M 上の関数.

テンソル積 ∂

∂qα
⊗ dqβ . . . 次で定義される線形写像．〈

∂

∂qα
⊗ dqβ

∣∣∣∣dqλ, ∂

∂qδ

〉
:=

〈
dqλ

∣∣∣∣ ∂

∂qα

〉〈
dqβ

∣∣∣∣ ∂

∂qδ

〉
= δλαδ

β
δ ,

〈T |ω,X〉 =
〈
Tα

β
∂

∂qα
⊗ dqβ

∣∣∣∣ωλdq
λ, Xδ ∂

∂qδ

〉
= Tα

βωλX
δ

〈
∂

∂qα
⊗ dqβ

∣∣∣∣dqλ, ∂

∂qδ

〉
= Tα

βωλX
δδλαδ

β
δ = ωαT

α
βX

β .
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テンソル
共変ベクトル場 ω と反変ベクトル場 X の組 (ω,X)

→ 次のようにして (1,1)型テンソル場と同一視してもよい．(
ωαdq

α, Xβ ∂

∂qβ

)
↔ ωαX

βdqα ⊗ ∂

∂qβ
.〈

Tα
β

∂

∂qα
⊗ dqβ

∣∣∣∣ωλX
δ ⊗ dqλ

∂

∂qδ

〉
= ωλT

α
βX

δ

〈
∂

∂qα
⊗ dqβ

∣∣∣∣dqλ ⊗ ∂

∂qδ

〉
= ωλT

α
βX

δ

〈
dqλ

∣∣∣∣ ∂

∂qα

〉〈
dqβ

∣∣∣∣ ∂

∂qδ

〉
= ωλT

α
βX

δδλαδ
β
δ = ωαT

α
βX

β .

2つのテンソル場 Tα
β

∂

∂qα
⊗ dqβ , Sλ

δdqλ ⊗ ∂

∂qδ
のカップリング．

〈
Tα

β
∂

∂qα
⊗ dqβ

∣∣∣∣Sλ
δdqλ ⊗ ∂

∂qλ

〉
= Tα

βSλ
δ

〈
∂

∂qα
⊗ dqβ

∣∣∣∣dqλ ⊗ ∂

∂qδ

〉
= Tα

βS
δ
λδ

λ
αδ

β
δ = Tα

βSα
β .
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テンソル
(1, 1)型テンソル場の変換規則
座標変換 (q1, . . . , qN ) → (Q1, . . . , QN )により，(1, 1)型テンソル場 T の成分は
次のように変換するとする．

Tα
β(q) → T̃α

β(Q).

任意の共変ベクトル場（1形式）ω，反変ベクトル場 X に対し，〈T |ω,X〉は
スカラー，すなわち，座標変換で不変であるから，

ω̃αT̃
α
βX̃

β = ωαT
α
βX

β .

これと，ω̃α =
∂qκ

∂Qα
ωκ, X̃

β =
∂Qβ

∂qλ
Xλ より，

(1, 1)型テンソル場の成分の変換規則

Tα
β → T̃α

β =
∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ
Tα

β .
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テンソル

(k, l)型テンソル場 T と (l, k)型テンソル場 S．

T = Tα1...αk
β1...βl

(q)
∂

∂qα1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂qαk
⊗ dqβ1 ⊗ · · · ⊗ dqβk ,

S = Sδ1...δk
λ1...λl(q)dqδ1 ⊗ · · · ⊗ dqδk ⊗ ∂

∂qλ1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂qλl
.

T と S のカップリング．

〈T |S〉 = Tα1...αk
β1...βl

Sα1...αk

β1...βl .

(k, l)型テンソル場の成分の変換規則

Tα1...αk
β1...βl

→ T̃α1...αk
β1...βl

=
∂Qα1

∂qκ1
· · · ∂Q

αk

∂qκk

∂qλ1

∂Qβ1
· · · ∂q

λl

∂Qβl
Tκ1...κk

λ1...λl
.
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添字の上下

計量テンソル：反変ベクトル場 ↔ 共変ベクトル場．
反変ベクトル：上付き添字，共変ベクトル：下付き添字．
計量テンソル：添字の上げ下げを行う．
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添字の上下
Xα：反変ベクトル場の成分（上付き添字）．
座標変換 (q1, . . . , qN ) → (Q1, . . . , QN )に際し次の変換則に従う．

Xα → X̃α =
∂Qα

∂qκ
Xκ.

下付き添字の量 Xα の組を次で定義する．
Xα := gαβX

β .

Xα は共変ベクトル場の成分の変換則に従う．

Xα → X̃α = g̃αβX̃
β =

(
∂qκ

∂Qα

∂qλ

∂Qβ
gκλ

)(
∂Qβ

∂qµ
Xµ

)
=

∂qκ

∂Qα

∂qλ

∂Qβ

∂Qβ

∂qµ︸ ︷︷ ︸
δλµ

gκλX
µ =

∂qκ

∂Qα
gκλX

λ =
∂qκ

∂Qα
Xκ.

Xα → X̃α =
∂qκ

∂Qα
Xκ.

Xα は共変ベクトル場（下付き添字）の成分である．
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添字の上下
一方，ωα を共変ベクトル場（1形式，下付き添字）の成分とすると，

ωα := gαβωβ

は反変ベクトル場の成分（上付き添字）になることが示される．

反変ベクトル場 ↔ 共変ベクトル場
反変ベクトル場 Xα = gαβXα ↔ 共変ベクトル場 ωα = gαβω

β .

計量テンソル g により添字を上下する．

テンソル場の成分についても同様の操作により添字の上下を行う．

2階共変テンソル場 ωαβ = gαγω
γ
β ↔ (1, 1)型テンソル場 ωα

β = gαγωγβ .

(1, 1)型テンソル場 Tα
β = gαγTγβ ↔ 2階反変テンソル場 Tαβ = gβγTα

γ .

2階共変テンソル場 ωαβ = gαγgβδω
γδ

↔ 2階反変テンソル場 ωαβ = gαγgβδωγδ.
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ベクトル場の共変微分

（前回）反変ベクトル場の共変微分を定義した．
Riemann空間は曲がっている → 従来の微分を修正．
これからやること

反変ベクトル場の共変微分∇Y X の再導出．
∇Y X の成分はベクトル場の成分の変換則に従うという要請から共変微分を
定義することもできる．
共変ベクトル場（1形式），テンソル場に対する共変微分の定義．
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ベクトル場の共変微分

接ベクトル場（反変ベクトル場）Y = Y α∂α 方向の方向微分．

∂Y := Y α ∂

∂qα
.

スカラー場 f の Y 方向微分．

∂Y f = Y α ∂f

∂qα
.

座標変換 (q1, . . . , qN ) → (Q1, . . . , QN ) に対する ∂Y f の変換．

∂Y f = Y α ∂f

∂qα
→ Ỹ α ∂f

∂Qα
= Y κ ∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qα︸ ︷︷ ︸
δλκ

∂f

∂qλ
= Y κ ∂f

∂qκ
.

∴ ∂Y f はスカラー場である．
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ベクトル場の共変微分

では，反変ベクトル場 X の成分 Xα に対し，∂Y X
α = Y β∂βX

α は
反変ベクトル場の成分の変換則に従うか？
そうなるためには，∂Xα

∂qβ
は次のように変換しなければならない．

∂Xα

∂qβ
→ ∂X̃α

∂Qβ
=

∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

∂Xκ

∂qλ
?

（注意）Y α は次のように変換する．

Y α → Ỹ α =
∂Qα

∂qκ
Y κ.

しかし，実際は次のように変換する．

∂X̃α

∂Qβ
=

∂

∂Qβ

(
∂Qα

∂qκ
Xκ

)
=

∂qλ

∂Qβ

∂Qα

∂qκ
∂Xκ

∂qλ
+

∂qλ

∂Qβ

∂Qα

∂qκ∂qλ
Xκ.

∂Y X
α は反変ベクトルの変換則に従わない．
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ベクトル場の共変微分

方向微分 ∂Y X を修正し，新しい方向微分∇Y X を定義する．

∇Y X
α = Y β∇βX

α (∇β = ∇∂β
).

∇Y X
α は反変ベクトル場の変換則に従うようにしたい．

→ ∇βX
α は (1, 1)型テンソル場の成分の変換則に従わなければならない．

∇βX
α → ∇̃βX̃

α =
∂Qα

∂qκ
∂qγ

∂Qβ
∇λX

κ.

微分作用素は線形であるのが自然だから，次の形においてみる．

∇βX
α =

∂Xβ

∂qβ
+ Cα

βγX
γ .

∇βX
α が (1, 1)型テンソル場の変換則に従うという要請から，Cα

βγ を決定する．

28 / 44



ベクトル場の共変微分
共変微分は変換則に従う．

∇̃βX̃
α =

∂Qα

∂qκ
∂qγ

∂Qβ
∇λX

κ =
∂Qα

∂qκ
∂qγ

∂Qβ

(
∂Xκ

∂qλ
+ Cκ

λµX
µ

)
.

新座標での共変微分．座標変換で Cα
βγ → C̃α

βγ となるとすれば，

∇̃βX̃
α =

∂X̃α

∂Qβ
+ C̃α

βγX̃
γ

=
∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

∂Xκ

∂qλ
+

∂qκ

∂Qβ

∂2Qα

∂qκ∂qλ
Xλ + C̃α

βγ

∂Qγ

∂qκ
Xκ.

2つの式を比較して，
∂Qα

∂qλ
∂qµ

∂Qβ
Cλ

µκ = C̃βγ
∂Qγ

∂qκ
+

∂qλ

∂Qβ

∂2Qα

∂qκ∂qλ
,

∴ Cκ
λµ =

∂qκ

∂Qα

∂Qβ

∂qλ
∂Qγ

∂qµ
C̃α

βγ +
∂qκ

∂Qα

∂2Qα

∂qλ∂qµ
.

これは Christoffelの記号 Γα
βγ の変換則と一致する．
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ベクトル場の共変微分
そこで，Cα

βγ = Γα
βγ とおいて新しい微分演算子∇を定義する．

反変ベクトル場の共変微分
反変ベクトル場 X の反変ベクトル場 Y 方向の方向共変微分∇Y X = ∇Y X

α∂α．

∇Y X
α := Y β∇βX

α, ∇βX
α :=

∂Xα

∂qβ
+ Γα

βγX
γ .

【復習】Christoffelの記号
Γα
βγ :=

1

2
gαδ

(
∂gδγ
∂qβ

+
∂gδβ
∂qγ

− ∂gβγ
∂qδ

)
.

∇βX
α は (1, 1)型テンソル場の変換則に従う．

∇βX
α → ∇̃βX̃

α =
∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ
∇λX

κ.

方向共変微分の成分∇Y X
α は反変ベクトル場の変換則に従う．

∇Y X
α → ∇̃Y X̃

α =
∂Qα

∂qκ
∇Y X

κ.
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ベクトル場の共変微分
共変ベクトル場（1形式）ω の方向微分∇Y ω = Y α∇αω．

∇Y ωα が座標変換で共変ベクトル場の成分の変換則に従うようにしたい．
→ ∇βωα は 2階共変テンソル場の成分の変換則に従わなければならない．

∇βωα → ∇̃βω̃α =
∂qκ

∂Qα

∂qλ

∂Qβ
∇λωκ.

反変ベクトル場の場合と同様にして∇βωα を求める．

∇βωα =
∂ωα

∂qβ
+Bγ

βαωγ

とおくと，上の要請から Bα
βγ は次の変換則を満たさなければならない．

Bγ
βα → B̃γ

βα =
∂qλ

∂Qβ

∂qκ

∂Qα

∂Qγ

∂qµ
Bµ

λκ − ∂Qγ

∂qκ
∂2qκ

∂Qβ∂Qα
.

これは −Γα
γβ の変換則に一致する．
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ベクトル場の共変微分

共変ベクトル場の共変微分
共変ベクトル場 ω の反変ベクトル場 Y 方向の方向共変微分∇Y ω = ∇Y ωαdq

α．

∇Y ωα = Y β∇βωα, ∇βωα :=
∂ωα

∂qβ
−Γγ

βαωγ .

∇βωα は 2階共変テンソル場の成分の変換則に従う．

∇βωα → ∇̃βω̃α =
∂qκ

∂Qα

∂qλ

∂Qβ
∇λωκ.

∇Y ωα = Y β∇βωα は共変ベクトル場（1形式）の成分の変換則に従う．

∇Y ωα → ∇̃Y ω̃α =
∂qκ

∂Qα
∇Y ωκ.
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ベクトル場の共変微分

Leibniz則
共変微分は Leibniz則に従う．

∂Y 〈ω|X〉 = ∇Y 〈ω|X〉 = 〈∇Y ω|X〉+ 〈ω|∇Y X〉,
∂β〈ω|X〉 = ∇β〈ω|X〉 = 〈∇βω|X〉+ 〈ω|∇βX〉.

∗ スカラー場の共変微分は通常の微分とする（スカラーは「方向」を持たないから）．
【証明】

⟨∇βω|X⟩+ ⟨ω|∇βX⟩ = (∇βωα)X
α + ωα(∇βX

α)

= (∂βωα − Γγ
βαωγ)X

α + ωα(∂βX
α + Γα

βγX
γ)

= (∂βωα)X
α + ωα(∂βX

α) = ∂β(ωαX
α) = ∂β⟨ω|X⟩.

□

Leibniz則を満たすという要請より共変ベクトル場の共変微分を定義する
こともできる（そのほうが一般的）．
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テンソル場の共変微分
2階共変ベクトル場 ω の反変ベクトル場 Y 方向の方向共変微分∇Y ω を
これから定義する．

∇Y ωαβ は 2階共変テンソル場の成分の変換則に従うようにしたい．
∇γωαβ は 3階共変テンソル場の成分の変換則に従わなければならない．

∇γωαβ → ∇̃γω̃αβ =
∂qµ

∂Qγ

∂qκ

∂Qα

∂qλ

∂Qβ
∇µωκλ.

∇γωαβ を次の形においてみる．

∇γωαβ =
∂ωαβ

∂qγ
+Bδ

γαωδβ + Cδ
γβωαδ

上の要請から −B,−C は Γと同じ変換則に従うことが示される．

2階共変テンソル場の共変微分
2階共変テンソル場 ω の反変ベクトル場 Y 方向の方向共変微分．

∇Y ωαβ := Y γ∇γωαβ , ∇γωαβ :=
∂ωαβ

∂qγ
−Γδ

γαωδβ−Γδ
γβωαδ.
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テンソル場の共変微分

テンソル場の共変微分
2階反変テンソル場 T の反変ベクトル場 Y 方向の方向共変微分．

∇Y T
αβ := Y γ∇γT

αβ , ∇γT
αβ :=

∂Tαβ

∂qγ
+ Γα

γδT
δβ + Γβ

γδT
αδ.

(1, 1)型テンソル場 T の反変ベクトル場 Y 方向の方向共変微分．

∇Y T
α
β := Y γ∇γT

α
β , ∇γT

α
β :=

∂Tα
β

∂qγ
+ Γα

γδT
δ
β−Γδ

γβT
α
δ.
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テンソル場の共変微分

テンソル場の共変微分
一般の型のテンソル場 T の反変ベクトル場 Y 方向の方向共変微分．

∇Y T
αβ...

γδ... := Y κ∇κT
αβ...

γδ...,

∇κT
αβ...

γδ... :=
∂Tαβ...

γδ...

∂qκ
+ Γα

κλT
λβ...

γδ + Γβ
κλT

αλ...
γδ... + · · ·

−Γλ
κγT

αβ...
λδ...−Γλ

κδ...T
αβ...

γλ... − · · · .

テンソル場の共変微分の成分：テンソル場の成分の変換則に従う．

∇κT
αβ...

γδ... → ∇̃κT̃
αβ...

γδ... =
∂qρ

∂Qκ

∂Qα

∂qσ
∂Qβ

∂qτ
· · · ∂qξ

∂Qγ

∂qη

∂Qδ
· · · ∇ρT

ξη...
στ....

∗ (1, 1)型テンソル場の共変微分の導出のみ，PCスライド末尾の「補遺」に記します．
概要欄の URLにアクセスして PCスライドを御覧ください．
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テンソル場の共変微分

Leibniz則
ω：2階共変テンソル場，X, Y , Z：反変ベクトル場．

∂Z〈ω|X,Y 〉 = 〈∇Zω|X,Y 〉+ 〈ω|∇ZX,Y 〉+ 〈ω|X,∇ZY 〉,
∂γ〈ω|X,Y 〉 = 〈∇γω|X,Y 〉+ 〈ω|∇γX,Y 〉+ 〈ω|X,∇γY 〉.

【証明】第 2式のみ示す．直接計算により示される．

右辺 = (∇γωαβ)X
αY β + ωαβ(∇γX

α)Y β + ωαβX
α(∇γY

β)

= (∂γωαβ − Γδ
γαωδβ − Γδ

γβωαδ)X
αY β + ωαβ(∂γX

α + Γα
γδX

δ)Y β

+ ωαβX
α(∂γY

β + Γβ
γδY

δ)

= (∂γωαβ)X
αY β + ωαβ(∂γX

α)Y β + ωαX
α(∂γY

β)

= ∂γ(ωαβX
αY β) = 左辺.

□
他の型のベクトル場・テンソル場のカップリングに対しても同様の Leibniz則が
成立する．

38 / 44



テンソル場の共変微分

計量テンソルの共変微分はゼロ
∇Y g = 0, ∇γgαβ = 0.

【証明】Γの表式を用いて直接計算．

∇γgαβ = ∂γgαβ − Γδ
γαgδβ − Γδ

γβgαδ

= ∂γgαβ − 1

2
gδϵ(∂γgϵα + ∂αgϵγ − ∂ϵgγα)gδβ

− 1

2
gδϵ(∂γgϵβ + ∂βgϵγ − ∂ϵgγβ)gαδ

（gδϵgδβ = δϵβ を用いて）

= ∂γgαβ − 1

2
(∂γgβα + ∂αgβγ − ∂βgγα)−

1

2
(∂γgαβ + ∂βgαγ − ∂αgγβ)

= 0.

□

39 / 44



テンソル場の共変微分

Leibniz則と∇Zg = 0より，任意の反変ベクトル場 X,Y, Z に対し

∂Z〈g|X,Y 〉 = ∇Z〈g|X,Y 〉 = 〈g|∇ZX,Y 〉+ 〈g|X,∇ZY 〉.

したがって，X,Y が Z に沿って平行移動されている (∇ZX = ∇ZY = 0 )
ならば，

∂Z〈g|X,Y 〉 = 0.

〈g|•, •〉 はある意味ベクトルの内積を表すので，
2つのベクトルのなす「角度」は平行移動により不変である．
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まとめ

Riemann空間におけるスカラー場・ベクトル場・テンソル場．
座標変換における変換則．
計量テンソル g による添字の上下（反変 ↔ 共変）

共変微分
座標変換に際してベクトル場・テンソル場の変換則に従うような微分．
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補遺
(1, 1)型テンソル場 T の共変微分の導出

∇γT
α
β = ∂γT

α
β +Bα

γδT
δ
β + Cδ

γβT
α
δ

とおき，∇γT
α
β が (1, 2)型テンソル場の成分の変換規則を満たすように B,C を求める．

まず，座標変換 (q1, . . . , qN ) → (Q1, . . . , QN )に際し∇γT
α
β が (1, 2)型テンソルの成分の

変換規則を満たすことから，

∇̃γ T̃
α
β =

∂qµ

∂Qγ

∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ
∇µT

κ
λ =

∂qµ

∂Qγ

∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

(
∂Tκ

λ

∂qµ
+Bκ

µρT
ρ
λ + Cρ

µλT
κ
ρ

)
.

一方，

∇̃γ T̃
α
β =

∂T̃α
β

∂Qγ
+ B̃α

γδT̃
δ
β + C̃δ

γβ T̃
α
δ

=
∂

∂Qγ

(
∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ
Tκ
λ

)
+ B̃α

γδ
∂Qδ

∂qµ
∂qλ

∂Qβ
Tµ
λ + C̃δ

γβ
∂Qα

∂qκ
∂qµ

∂Qδ
Tκ
µ

=
∂qµ

∂Qγ

∂Qα

∂qκ
∂qλ

∂Qβ

∂Tκ
λ

∂qµ
+

(
∂Qδ

∂qµ
B̃α

γδ +
∂qρ

∂Qγ

∂2Qα

∂qµ∂qρ

)
∂qλ

∂Qβ
Tµ
λ

+

(
∂qµ

∂Qδ
C̃δ

γβ +
∂2qµ

∂Qβ∂Qγ

)
∂Qα

∂qκ
Tκ
µ .
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補遺

2式を比較して，次が成り立てばよいことがわかる．
∂qµ

∂Qγ

∂Qα

∂qκ
Bκ

µρ =
∂Qδ

∂qρ
B̃α

γδ +
∂qσ

∂Qγ

∂2Qα

∂qµ∂qρ
,

∂qµ

∂Qγ

∂qλ

∂Qβ
Cρ

µλ =
∂qρ

∂Qδ
C̃δ

γβ +
∂2qρ

∂Qβ∂Qγ
.

第 1式より次を得る．これは Γの変換規則と一致する．

Bξ
ζρ =

∂qξ

∂Qα

∂Qγ

∂qζ
∂Qδ

∂qρ
B̃α

γρ +
∂qξ

∂Qα

∂2Qα

∂qρ∂qζ
.

第 2式より次を得る．これは Γの変換規則と一致する．

−C̃ϵ
γβ = −∂Qϵ

∂qρ
∂qµ

∂Qγ

∂qλ

∂Qβ
Cρ

µλ +
∂Qϵ

∂qρ
∂2qρ

∂Qγ∂Qβ
.

したがって，Bα
γδ = Γα

γδ, C
δ
γβ = −Γδ

γβ とおけば，所望の共変微分を得る． □
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