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はじめに

Riemann幾何学
曲がった空間（Riemann空間）の幾何学．

共変微分：空間の曲がり具合を考慮したベクトル・テンソルの微分．
Christoffelの記号・曲率：空間の曲がり具合を表す量．

今回の内容
Hodge作用素．
微分形式の「双対」 → 微分形式の内積．
余微分・Laplacian．
外微分の随伴作用素．Hodge作用素を用いて導入した内積に関し，

(dω, ψ) = (ω, d†ψ).
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詳細な証明などは「補遺」に記しました．
概要欄の URLにアクセスして，そこの PDFを御覧ください．
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Hodge作用素
3次元 Euclid空間 R3，直交座標（Cartesian座標）(x, y, z)

ベクトル場 A = (Ax, Ay, Az), B = (Bx, By, Bz).

↓
ωA =Axdx+Aydy +Azdz,

ψB =Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy,

ωA ∧ ψB = (AxBx +AyBy +AzBz)dx ∧ dy ∧ dz

= (A ·B)dx ∧ dy ∧ dz,∫
R3

ωA ∧ ψB =

∫
R3

(A ·B)dxdydz. (1)

ψB を ωB = Bxdx+Bydy +Bzdz に対応付けたくなる．→ Hodge作用素．
微分形式の内積を (1)のような積分で定義する．
これらを一般次元の空間，一般の座標で定義する．

5 / 24



Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3，直交座標）

Hodge作用素 ∗（3次元 Euclid空間 R3，直交座標）
∗dx = dy ∧ dz, ∗dy = dz ∧ dx, ∗dz = dx ∧ dy,

∗(dy ∧ dz) = dx, ∗(dz ∧ dx) = dy, ∗(dx ∧ dy) = dz.

1形式 → 2形式

ω = ωxdx+ ωydy + ωzdz,

→ ∗ω = ωxdy ∧ ωz + ωydz ∧ dx+ ωzdx ∧ dy.

2形式 → 1形式

ψ = ψxdy ∧ dz + ψydz ∧ dx+ ψzdx ∧ dy,

→ ∗ψ = ψxdx+ ψydy + ψzdz.

任意の微分形式 ω に対して，∗ ∗ ω = ω.
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Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3，直交座標）
ベクトル場の内積．

A = (Ax, Ay, Az), B = (Bx, By, Bz).

↓
ωA = Axdx+Aydy +Azdz, ωB = Bxdx+Bydy +Bzdz,

ωA ∧ ∗ωB = ωB ∧ ∗ωA

= (A ·B)dx ∧ dy ∧ dz

= (AxBx +AyBy +AzBz)dx ∧ dy ∧ dz.

ψA =Axdy ∧ dz +Aydz ∧ dx+Azdx ∧ dy,

ψB =Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy,

ψA ∧ ∗ψB = ψB ∧ ∗ψA = (A ·B)dx ∧ dy ∧ dz.

1形式の内積．
ω = ωxdx+ ωydy + ωydz, η = ηxdx+ ηydy + ηdz,

→ (ω, η) :=

∫
R3

ω ∧ ∗η =

∫
R3

(ωxηx + ωyηy + ωzηz)dxdydz = (η, ω).
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Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3，一般座標）

以上の Hodge作用素とそれによる演算を一般の座標，一般の Riemann空間の場合
に拡張する．

まず，3次元 Euclid空間 R3，一般の座標 (q1, q2, q3)の場合．
一般の座標の場合，3次元積分をするとき，微小体積要素 dV が dq1 ∧ dq2 ∧ dq3

(dq1dq2dq3)で与えられない．

dV =

{
dxdydz （直交座標）
r2 sin θdrdθdφ （球座標）.

微小体積要素を（微分形式で）どのように定義すべきか？

8 / 24



Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3，一般座標）
重積分の公式から，

dV =

∣∣∣∣ ∂(x, y, z)

∂(q1, q2, q3)

∣∣∣∣dq1dq2dq3.
Jacobianを Riemann空間の計量テンソル gαβ =

∂r

∂qα
· ∂r
∂qβ

. で表す．
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両辺の行列式をとって，∣∣∣∣ ∂(x, y, z)

∂(q1, q2, q3)

∣∣∣∣2 = g := det(gµν),

∴ dV =
√
g dq1dq2dq3.
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Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3，一般座標）

不変体積要素（3次元 Euclid空間 R3）
ωvol :=

√
gdq1 ∧ dq2 ∧ dq3 ( g := det(gµν) ).

不変体積要素 ωvol は座標変換 (q1, q2, q3) → (Q1, Q2, Q3)で不変である．

【証明】新座標 (Qα)で表した不変体積要素を ω̃vol と記す．

ω̃vol =
√

g̃ dQ1 ∧ dQ2 ∧ dQ3 ( g̃ := det(g̃µν) ).

計量テンソルは 2階共変テンソルであるから，

g̃µν =
∂qα

∂Qµ

∂qβ

∂Qν
gµν , ∴ g̃ = g

{
∂(q1, q2, q3)

∂(Q1, Q2, Q3)

}2

.

ω̃vol =
√
g

∂(q1, q2, q3)

∂(Q1, Q2, Q3)

∂(Q1, Q2, Q3)

∂(q1, q2, q3)
dq1 ∧ dq2 ∧ dq3

=
√
g dq1 ∧ dq2 ∧ dq3 = ωvol.
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Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3，一般座標）

【例】球座標 (r, θ, φ)

r = (x, y, z) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ).

grr =
∂r

∂r
· ∂r
∂r

= 1,

gθθ =
∂r

∂θ
· ∂r
∂θ

= r2,

gφφ =
∂r

∂φ
· ∂r
∂φ

= r2 sin2 θ,

gµν = 0 ( µ ̸= ν ).

g = det(gµν) = r4 sin2 θ.

ωvol = r2 sin θdr ∧ dθ ∧ dφ.

微小体積要素の球座標表示 dV = r2 sin θdrdθdφ.
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Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3，一般座標）

Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3）
1形式

ω = ω1dq
1 + ω2dq

2 + ω3dq
3,

→ ∗ω :=
√
g(ω1dq2 ∧ dq3 + ω2dq3 ∧ dq1 + ω3dq1 ∧ dq2).

2形式

η = η23dq
2 ∧ dq3 + η31dq

3 ∧ dq1 + η12dq
1 ∧ dq2.

→ ∗η :=
√
g(η23dq1 + η31dq2 + η12dq3).

( g := det(gµν) ).

計量テンソルの逆行列 (gµν)により上付き添字にしていることに注意．

ωµ := gµνων , ηµν := gµρgνσηρσ.
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Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3，一般座標）
微分形式の内積（3次元 Euclid空間 R3）
p(= 1, 2)形式 ω, η に対し

(ω, η) :=

∫
R3

ω ∧ ∗η = (η, ω).

1形式の内積
ω = ω1dq

1 + ω2dq
2 + ω3dq

3, η = η1dq
1 + η2dq

2 + η3dq
3,

→ (ω, η) = (η, ω) =

∫
R3

(ω1η
1 + ω2η

2 + ω3η
3)
√
gdq1 ∧ dq2 ∧ dq3.

2形式の内積
ω = ω23dq

2 ∧ dq3 + ω31dq
3 ∧ dq1 + ω12dq

1 ∧ dq2,

η = η12dq
2 ∧ dq3 + η23dq

3 ∧ dq1 + η31dq
1 ∧ dq2,

→ (ω, η) = (η, ω) =

∫
R3

(ω23η
23 + ω31η

31 + ω12η
12)

√
gdq1 ∧ dq2 ∧ dq3.

上付き添字にしていることで被積分関数がスカラーになっていることに注意． 13 / 24



Hodge作用素（3次元 Euclid空間 R3，一般座標）

微分形式 ω に対し ∗ ∗ ω = ω.

【1形式の場合の証明】ω = ωµdq
µ に対し

∗ω = η23dq
2 ∧ dq3 + η31dq

3 ∧ dq1 + η12dq
1 ∧ dq2,

η23 =
√
gω1 =

√
gg1λωλ, η31 =

√
gω2 =

√
gg2λωλ, η12 =

√
gω3 =

√
gg3λωλ2,

∗ ∗ ω =
√
g(η23dq1 + η31dq2 + η12dq3).

微分形式の係数は添字について反対称であるから，η32 = −η23 などとなることに
注意すると，

η23 = g2µg3νηµν

=

∣∣∣∣g22 g23

g32 g33

∣∣∣∣ η23 − ∣∣∣∣g21 g23

g31 g33

∣∣∣∣ η31 + ∣∣∣∣g21 g22

g31 g32

∣∣∣∣ η12
（線形代数における逆行列の公式を思い出すと）

= g−1(g11η23 + g21η31 + g31η12)

= g−1/2(g11g
1λωλ + g12g

2λωλ + g13g
3λωλ)

= g−1/2g1µg
µλωλ = g−1/2δλ1ωλ = g−1/2ω1.

同様に η31 = g−1/2ω2, η
12 = g−1/2ω3 も得るから，∗ ∗ ω = ω. □
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Hodge作用素（一般の Riemann空間M）
不変体積要素（一般の Riemann空間M）

ωvol :=
√
|g|dq1 ∧ · · · ∧ dqN ( g := det(gµν) ).

不変体積要素は座標変換 (xµ) → (x′µ) で不変である．

Hodge作用素 ∗（一般の N 次元 Riemann空間M）
p形式 ω =

1

p!
ωµ1···µp

dqµ1 ∧ · · · dqµp に対し，

∗ω :=
1

p!(N − p)!
Eµ1···µp

µp+1···µN
ωµ1···µp

dqµp+1 ∧ · · · ∧ dqµN .

Eµ1···µN
:=


+
√
|g| (12 · · ·N) → (µ1 · · ·µN ) は偶置換,

−
√
|g| (12 · · ·N) → (µ1 · · ·µN ) は奇置換,

0 その他,
Eµ1···µp

µp+1···µN
:= gµ1ν1 · · · gµpνpEν1···νpµp+1···µN

.

Eµ1···µN
は N 階完全反対称共変テンソルである．
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+
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µp+1···µN
:= gµ1ν1 · · · gµpνpEν1···νpµp+1···µN

.

∗ 一般相対性理論では擬 Riemann空間 (g < 0)を考えるから，g → |g|とした．
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Hodge作用素（一般の Riemann空間）

p形式 ω に対し ∗ ∗ω = (−1)p(N−p)(sgn g)ω.

微分形式の内積
p形式

ω =
1

p!
ωµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp , ψ =
1

p!
ψµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp

に対し
ω ∧ ∗ψ =

1

p!
ωµ1···µp

ψµ1···µpωvol = ψ ∧ ∗ω.

微分形式の内積（一般の Riemann空間M）
p形式 ω, ψ に対し，

(ω, ψ) :=

∫
M

ω ∧ ∗ψ = (ψ, ω).
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余微分・Laplacian

余微分作用素 d†：外微分 dの内積 (·, ·)に関する随伴作用素．

(ω, d†η) = (dω, η).

余微分作用素 d†

p形式 ω =
1

p!
ωµ1···µp

dqµ1 ∧ · · · ∧ dqµp に対し

d†ω := (−1)Np+N+1(sgn g) ∗ d ∗ ω.

地道な計算により次の等式が示される（「補遺」参照）．

d†ω = − 1

(p− 1)!
∇λω

λ
µ1···µp−1

dqµ1 ∧ · · · ∧ dqµp−1 .
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余微分・Laplacian

定理：d† は dの随伴作用素
M がコンパクトで境界のない Riemann空間ならば，
p− 1形式 ω, p形式 η に対し

(dω, η) = (ω, d†η).

【証明】

(ω, d†η) =

∫
M

ω ∧ ∗d†η

= (−1)Np+N+1

∫
M

ω ∧ ∗ ∗ d ∗ η

（d ∗ η は p− 1形式であることに注意して）

= (−1)Np+N+1(−1)(p−1)(N−p+1)

∫
M

ω ∧ d ∗ η

= (−1)p
∫
M

ω ∧ ∗η.
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余微分・Laplacian

くさび積の外微分の公式より

d(ω ∧ ∗η) = dω ∧ ∗η + (−1)p−1ω ∧ d ∗ η,∫
M

d(ω ∧ ∗η) =
∫
M

dω ∧ ∗η − (−1)p
∫
M

ω ∧ d ∗ η.

M は境界をもたないこと (∂M = ∅)と Stokesの定理より，∫
M

d(ω ∧ ∗η) =
∫
∂M

ω ∧ ∗η = 0,

∴ (dω, η) =

∫
M

dω ∧ ∗η = (−1)p
∫
M

ω ∧ d ∗ η = (ω, d†η).

□
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余微分・Laplacian

Laplacian △

△ := dd† + d†d.

関数（0形式）f に対する Laplacianの作用を調べる．
d†f = 0より△f = d†df．

df = ∂µf dqµ.

先程示した余微分の表式より，

d†df = −∇λ(∂
λf) = − 1√

|g|
∂λ

(√
|g|gλµ∂µf

)
.

（2 番めの等号は「補遺」を参照）

関数 f に対する Laplacian△の作用
△f = − 1√

|g|
∂λ

(√
|g|gλµ∂µf

)
.
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余微分・Laplacian

N 次元 Euclid空間 RN，直交座標（Cartesian座標）(x1, . . . , xN )の場合，

△f = −
N∑

k=1

∂2f

∂(xk)2
.

通常の Laplacianの符号を反転させたもの．
3次元 Euclid空間 R3，球座標 (r, θ, φ)の場合．

g = r4 sin2 θ, grr = 1, gθθ =
1

r2
, gφφ =

1

r2 sin2 θ
,

その他の gµν = 0．これらを用いて，

△f = −
[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂φ2

]
.
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まとめ

Hodge作用素．
p形式 ω → N − p形式 ∗ω.
微分形式の「双対」．∗ ∗ ω ∝ ω.
微分形式の内積．

(ω, ψ) :=

∫
M

ω ∧ ∗ψ = (ψ, ω).

余微分 d†．外微分の随伴作用素．

(dω, ψ) = (ω, d†ψ).

Laplacian △ := d†d + dd†.
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