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はじめに

（前回の復習）特殊相対性理論
すべての慣性系は同等である．
光速度 cはすべての慣性系で同じである．

物体の速度 v ≈ cでは Newton力学，常識と異なる現象が…

今回の目的
特殊相対性理論における力学を構築する．

どういう原理に基づいて力学を構築するか?

Newton力学をどのように拡張するか?
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特殊相対論的力学
【復習】特殊相対性理論の 2大原理

すべての慣性系は同等である．
光速度はすべての慣性系で同じである．

主要な結果
Minkowski空間：4=1+3次元時空間．(x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z).

ds2 := −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2：すべての慣性系で同じである．
Lorentz変換：2つの慣性系の間の座標変換．

x′µ = aµνx
ν + bµ,

ηµνa
µ
ρa

ν
σ = ηρσ,

ηµν = ηµν :=


−1 (µ = ν = 0)

1 (µ = ν = 1, 2, 3)

0 (µ ̸= ν)

（Minkowski空間の「計量」）.

反変・共変ベクトル，テンソル．
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特殊相対論的力学

これから，特殊相対論における力学を構築する．
どういう方針で力学を構築するか？

特殊相対論の力学の原理
力学の方程式は Lorentz変換において「身分」の明らかな量で
記述される．
（要するに，ベクトル・テンソルで方程式を記述する）
相対性理論：座標変換に対する物理量の振る舞いに関する理論．
非相対論的極限（物体の速度 v ≪ c, i.e., β := v/c → 0）では
Newton力学に一致する．
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特殊相対論的力学

固有時 τ

次の式により「固有時」τ を導入する．

c2dτ2 = −ds2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2.

ds2 はすべての慣性系で共通の量である（スカラーである）．
しかし，物体の速度は光速度 cを越えないので ds2 < 0.
→ dsは虚数となり，気持ち悪い．
そこで実数のスカラーである固有時 τ を導入する．

すべての慣性系で共通な「時間」の役割．
非相対論的極限 β = v/c → 0では，従来の時間 tに一致する．
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特殊相対論的力学

4元速度
(u0, u1, u2, u3) :=

(
dx0

dτ
,
dx1

dτ
,
dx2

dτ
,
dx3

dτ

)
.

反変ベクトルである, i.e., 座標変換（Lorentz変換）
xµ → x′µ = aµνx

ν + bµ

に対し次のように変換する．
uµ → u′µ = aµνu

ν .

非相対論的極限 β = v/c → 0で

(u0, u1, u2, u3) → (c,v), v =
dx

dt
.

固有時 τ の定義より，
uµu

µ = −(u0)2 + (u1)2 + (u2)2 + (u3)2 = −c2.
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特殊相対論的力学

4元運動量
(p0, p1, p2, p3) := (mu0,mu1,mu2,mu3).

反変ベクトルである．

特殊相対論における運動方程式
dpµ

dτ
= m

d2xµ

dτ2
= Fµ ( µ = 0, 1, 2, 3 ).

従来の Newton運動方程式の拡張．
反変ベクトルの間の関係式．
(Fµ)：4元力．これは反変ベクトル．
4成分は独立ではない．uµu

µ = −c2 を微分して，
uµF

µ = 0.
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特殊相対論的力学

4元運動量の第 0成分 p0 は何か？

【復習】Hamilton形式の解析力学．
物理量 Aを生成子とする正準変換 (zα) → (zα(λ)) ( (zµ) = (qα, pα) )

dzµ

dλ
= {zµ, A} （{·, ·}：Poisson括弧）.

運動量 (p1, p2, p3)：空間の平行移動の生成子．
エネルギー (Hamiltonian)：時間発展の生成子（正準方程式）．

p0 はエネルギーとみなすのが妥当である．

物理次元を揃えるため cを掛けて，

4元運動量=(エネルギー，運動量)

E = cp0 （エネルギー）.
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特殊相対論的力学
uµu

µ = −c2，すなわち，pµp
µ = −m2c2 より

E = cp0 =
√

m2c4 + c2p2, p :=

(
m
dx0

dτ
,m

dx1

dτ
,m

dx2

dτ

)
.

とくに静止している物体に対して

E = mc2 静止エネルギー.

自由粒子に対して，

E = cp0 =
mc2√
1− β2

, β =
|v|
c
, v =

(
dx1

dt
,
dx2

dt
,
dx3

dt

)
.

非相対論的極限 β → 0では，

E = mc2
(
1− v2

c2

)−1/2

≃ mc2
(
1 +

v2

2c2

)
= mc2 +

m

2
v2.

自由粒子の運動エネルギー 1

2
mv2 が現れる．

11 / 23



特殊相対論的力学
4元力 (Fµ)の第 0成分 F 0 の意味．

dpµ

dτ
= Fµ, uµ

dpµ

dτ
= 0,

u0 dp
0

dτ
=

3∑
k=1

uk dp
k

dτ
=

3∑
k=1

dxk

dτ
F k.

u0 = c
dt

dτ
より，

F 0 =
dp0

dτ
=

1

c

3∑
k=1

dxk

dt
F k.

F 0 は外力 F k が単位時間にする仕事÷ cである.

4元運動方程式の意味
d

dτ
（エネルギー）=（外力が単位時間にする仕事）,

d

dτ
（運動量）=（外力）.
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特殊相対論の解析力学
4元ポテンシャル Aµ，4元電流 jµ．

(Aµ) =

(
ϕ

c
,A

)
, (jµ) = (cρ, j).

ϕ スカラーポテンシャル, A ベクトルポテンシャル,

ρ 電荷密度, j 電流密度.

電磁場テンソル Fµν

(Fµν) = (∂µAν − ∂νAµ) =


0 −Ex/c −Ey/c −Ez/c

Ex/c 0 Bz −By

Ey/c −Bz 0 Bx

Ez/c By −Bx 0

 .

Maxwell方程式

∂µF
µν = −µ0j

ν , ∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0.
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特殊相対論の解析力学
Maxwell方程式は次の作用（Lagrangian密度）から得られる．

電磁場の作用（Lagrangian密度）
Se.m. =

∫
d4xLe.m, Le.m. = − 1

4µ0c
FµνF

µν +
1

c
jµAµ.

無限遠（領域の境界）で場はゼロとして Aµ についての変分 δSe.m. = 0とする．

δSe.m. = 0,

δSe.m. = − 1

2µ0c

∫
d4x(δFµν)F

µν +
1

c

∫
d4xjµδAµ

= − 1

2µ0c

∫
d4x[∂µ(δAν)− ∂ν(δAµ)]F

µν +
1

c

∫
d4xjµδAµ

（第 1項を部分積分，無限遠で場はゼロになるから）

=
1

µ0c

∫
d4xδAν(∂µF

µν + µ0j
ν) = 0,

よって，∂µF
µν = −µ0j

ν を得る．
∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0は Fµν = ∂µAν − ∂νAµ から直接得られる． □
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特殊相対論の解析力学

自由粒子に対する作用 (Lagrangian)
次の方針で求めてみる．

1 Lagrangianは座標とその 1階導関数の関数であり，スカラー
（Lorentz変換で不変）である．

2 作用積分は積分変数の選び方によらない．
3 非相対論的極限 β = v/c → 0で非相対論的作用 (Lagrangian)に一致する．

1 「座標とその 1階導関数の関数」というのは，非相対論的力学では，
運動方程式は座標についての 2階微分方程式であり，Lagrange運動方程式が

∂L

∂xµ
− d

dt

(
∂L

∂ẋµ

)
= 0 ( L Lagrangian )

であることによる．
これだけの方針のもとであとは手探りで求める．
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特殊相対論の解析力学
作用積分の積分変数を σ とする（時間と同じ物理次元）

1 Lは xµ,dxµ/dσ の関数でスカラーである（Lorentz変換で不変）．

→ L = L

(
−ηµν

dxµ

dσ

dxν

dσ

)
.

2 作用積分は積分変数の取り方によらない．
積分変数を σ → λとすると，

S =

∫ λB

λA

L

(
−ηµν

dxµ

dλ

dxν

dλ

(
dλ

dσ

)2
)

dσ

dλ
dλ =

∫ λB

λA

L

(
−ηµν

dxµ

dλ

dxν

dλ

)
dλ,

∴ L = const. ×
√
−ηµν

dxµ

dσ

dxν

dσ
.

非相対論的極限で Newton運動方程式を得なければならないから，
あまり複雑な関数形にできない．
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特殊相対論の解析力学
3 物理次元を非相対論の場合の作用に一致するため，適当な定数を掛ける．

自由粒子の作用 (Lagrangian)

Sparticle = −mc

∫ B

A

√
−ηµνdxµdxν = −mc

∫ σB

σA

√
−ηµν

dxµ

dσ

dxν

dσ
dσ.

非相対論的極限では，

Sparticle = −mc2
∫ σB

σA

√(
dt

dσ

)2

− 1

c2

(
dx

dσ

)2

dσ

≃ −mc2
∫ tB

tA

[
1− 1

2c2

(
dx

dt

)2
]
dt

=

∫ tB

tA

1

2
mv2dt−mc2(tB − tA).

非相対論における自由粒子の作用を得る．
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特殊相対論の解析力学

端点固定して ( δxµ(σA) = δxµ(σB) = 0 ) 変分 δSparticle = 0とする．

δSparticle = −mc

∫ σB

σA

δ

√
−ηµν

dxµ

dσ

dxν

dσ
dσ

=mc

∫ σB

σA

ηµν
d(δxµ)

dσ

dxν

dσ√
· · ·

dσ

= −mc

∫ σB

σA

δxµηµν
d

dσ

(
dxν/dσ√

· · ·

)
dσ = 0.

積分変数としてとくに固有時 τ をとれば√
· · · = cとなるので，

d2xν

dτ2
= 0.

自由粒子に対する相対論的運動方程式を得る．
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特殊相対論の解析力学
電磁場と相互作用する粒子（電荷 q）
電磁場の作用．

Se.m. = − 1

4µ0c

∫
d4xFµνF

µν︸ ︷︷ ︸
(1)

+
1

c

∫
d4xjµAµ︸ ︷︷ ︸
(2)

.

1 電磁場 Fµν のみを含むので考慮しない．
2 粒子と電磁場との相互作用を表す．∫

d3xjµ = (cq, qv) より 1

c

∫
d4xjµAµ =

∫ σB

σA

dσq
dxµ

dσ
Aµ(x).

電磁場と相互作用する粒子の作用 (Lagrangian)

S = −mc

∫ σB

σA

dσ

√
−ηµν

dxµ

dσ

dxν

dσ
+

∫ σB

σA

dσq
dxµ

dσ
Aµ(x).
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特殊相対論の解析力学
xµ についての変分 δS = 0 ( δxµ(σA) = δx(σB) = 0 )とすれば，

δS = −mc

∫ σB

σA

dσδxµηµν
d

dσ

(
dxν/dσ√

· · ·

)
+ q

∫ σB

σA

dσ

[
d(δxµ)

dσ
Aµ(x) +

dxµ

dσ
δxν∂νAµ(x)

]
=

∫ σB

σA

dσδxµ

[
−mc ηµν

d

dσ

(
dxν/dσ√

· · ·

)
+ q

dxν

dσ
(∂µAν − ∂νAµ)

]
= 0.

σ = τ とおいて，

電磁場と相互作用する粒子の特殊相対論的運動方程式
m
d2xµ

dτ2
= q

dxν

dτ
Fµν ( µ = 0, 1, 2, 3 ).

µ = 1, 2, 3の場合，

m
d2x

dτ2
= q

dt

dτ
E + q

dx

dτ
×B.

非相対論的極限 m
d2x

dt2
= qE + q

dx

dt
×B.
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まとめ

特殊相対性理論の力学
4元速度，4元運動量，4元力．

4元運動量 (pµ) = (エネルギー,運動量).

静止している物体に対して，E = mc2（静止エネルギー）．
特殊相対論的運動方程式．
特殊相対論における解析力学．

新しい理論（特殊相対性理論）をどうやって構築したか？
座標変換に対する物理量の振る舞い．
理論が要求する対称性・不変性．
非相対論的極限では Newton力学に帰着．
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