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はじめに

特殊相対性理論 (Einstein, 1905)

「慣性系」という特別な座標系のみ対象としている．
重力を扱うことができない．

一般相対性理論 (Einstein, 1915)

すべての座標系を対象としている．
重力＝時空間の曲がり．
重力の力学の幾何学的記述
（Riemann幾何学）．
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一般相対論の基本原理

特殊相対論の問題点
「慣性系」という特別な座標系のみ対象としている．
重力を扱うことができない．
特殊相対論では重力ポテンシャルの方程式を記述できない（かなり難しい）．

5 / 30



一般相対論の基本原理：一般相対性原理

慣性系：外力が働かない時，静止または等速運動するような座標系．
慣性系か否かは（外力が働いているか否かは）自明にはわからない．

Einsteinの思考実験：重力落下するエレベータ．

外から見た場合 エレベータ内から見た場合
6 / 30



一般相対論の基本原理：一般相対性原理

一般相対性原理
すべての物理法則はいかなる座標系においても全く同じ形式で表される．

（特殊相対論）慣性系 → （一般相対論）任意の座標系．
物理量はスカラー，ベクトル，テンソルで表される．
座標変換に対する諸量の振る舞いを明確にしなければならない．
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一般相対論の基本原理：等価原理

等価原理
重力内の時空間に任意の 1点をとると，その周りの無限小の 4次元領域に対し
特別な座標系をとって，その無限小領域は無重力状態（平坦なMinkowski空間）に
なるようにすることができる．
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一般相対論の基本原理：等価原理

一様重力場．
鉛直下方に加速度 αで落下する
エレベータ．
エレベータに固定した座標系 S．

座標系 Sにおける Newton運動方程式

mI
d2z

dt2
= −mGg +mIα,

mI : 慣性質量, mG : 重力質量.

加速度

重力

物体が静止して見えるとき，
α

g
=

mG

mI
. (1)

適切に加速度 αを取れば，すべての物体に対し (1)が成り立つ（実験事実）．
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一般相対論の基本原理：等価原理

一様重力場．
鉛直下方に加速度 αで落下する
エレベータ．
エレベータに固定した座標系 S．

座標系 Sにおける Newton運動方程式

mI
d2z

dt2
= −mGg +mIα,

mI : 慣性質量, mG : 重力質量.

加速度

重力

弱い等価原理 (Einstein)
慣性質量 = 重力質量．

→ 一様な重力場は適当に座標系をとれば打ち消せる（幾何学の言葉）．

→ （等価原理）すべての重力場は局所的に打ち消せる．
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一般相対論の基本原理：等価原理

任意の点の微小近傍は，ある座標変換 Xµ = Xµ(x)により
平坦なMinkowski空間（無重力場）に写せる．

Xµ：局所 Lorentz座標．

10 / 30



一般相対論の基本原理：等価原理

【等価原理】小さなMinkoswki空間（平坦な空間）をうぃーんと曲げて
ジグゾーパズルのようにはめ込み，全体の曲がった時空間を作り上げている．

11 / 30



Contents

1 はじめに

2 一般相対論の基本原理

3 運動方程式

4 Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル

5 まとめ

12 / 30



運動方程式

変分原理（Hamiltonの原理）．
【特殊相対性理論】

δS = −mc

∫ B

A

δ(c dτ) = 0,

c dτ =
√
−ηµνdXµdXν

(
τ : 固有時 )

,

ηµν :=


−1 (µ = ν = 0)

1 (µ = ν = 1, 2, 3)

0 (µ ̸= ν).

↓

自由粒子の運動方程式 d2Xµ

dτ2
= 0
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運動方程式

一般相対論でも
δS = −mc

∫ B

A

δ(c dτ) = 0

としてみる．
【等価原理】
各点近傍は適当な座標変換 xµ → Xµ により平坦なMinkowski空間に写せる．

c dτ =
√
−ηµνdXµdXν =

√
−gµν(x)dxµdxν ,

gµν(x) := ηρσ
∂Xρ

∂xµ

∂Xσ

∂xν
.

↓
一般相対論における変分原理（Hamiltonの原理）
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運動方程式
一般相対論における Hamiltonの原理

δS :=−mc

∫ B

A

δ(c dτ)

= −mc

∫ B

A

δ

(√
−gµν(x)dxµdxν

)
= 0,

gµν(x) := ηρσ
∂Xρ

∂xµ

∂Xσ

∂xν
.
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運動方程式
積分変数を σ とおいて変分 δS = 0 （端点で δxµ = 0）を計算する．

δS = −mc

∫ σB

σA

dσ δ

√
−gµν(x)

dxµ

dσ

dxν

dσ

=
mc

2

∫ σB

σA

dσ
δgµν(x)

dxµ

dσ

dxν

dσ
+ 2gµν(x)

dxµ

dσ

d(δxν)

dσ√
· · ·

（青字に部分積分を適用．端点で δx = 0より）

=
mc

2

∫ σB

σA

dσ δxλ

[∂λgµν(x)
dxµ

dσ

dxν

dσ√
· · ·

− 2
d

dσ

(gλµ(x)
dxµ

dσ√
· · ·

)]
= 0.

積分変数 σ としてとくに固有時 τ ( c dτ =
√

−gµνdxµdxν ) をとれば，√
· · · = cであるから，

δS =
m

2

∫ τB

τA

dτ δxλ

[
∂λgµν(x)− 2

d

dτ

(
gλµ(x)

dxµ

dτ

)]
=m

∫ τB

τA

dτ δxλ

{
1

2
∂λgµν(x)

dxµ

dτ

dxν

dτ
− ∂νgλµ(x)

dxµ

dτ

dxν

dτ
− gλµ(x)

d2xµ

dτ2

}
= 0.
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運動方程式

運動方程式=測地線方程式
d2xκ

dτ2
+ Γκ

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0,

Γκ
µν(x) =

1

2
gκλ(x) [∂µgλν(x) + ∂νgλµ(x)− ∂λgµν(x)](
(gκλ(x)) : (gµν(x))の逆行列

)
.

いま考えている 4次元時空間での「長さ」

c dτ =
√
−gµν(x)dxµdxν .

測地線：2点間を結ぶ曲線で「長さ」が停留
となるもの．
物体の軌道：時空間の測地線．
gµν ,Γ

κ
µν → 重力．
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル

一般相対論の舞台となる時空間．
4=1+3次元時空間 (x0 = ct, x1, x2, x3) . . . （擬）Riemann空間
計量テンソル gµν(x). ただし，正定値ではない．
一般相対論は，すべての座標系は同等であることを要請する理論だから，
座標変換における諸量の振る舞いは明確にしなければならない．

↓

物理量はこの Riemann空間におけるスカラー，ベクトル，テンソルで
表される．

一般相対論の時空間におけるスカラー，ベクトル，テンソルとそれらの代数に
ついて，これから考える．
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル
座標変換 (x0, x1, x2, x3)→ (y0, y1, y2, y3)．

スカラー：座標変換で変わらない数．
反変ベクトル：次のように変換する 4つの数の組 (Aµ)．

Aµ → A′µ =
∂yµ

∂xν
Aν .

共変ベクトル：次のように変換する 4つの数の組 (Bµ)．

Bµ → B′
µ =

∂xν

∂yµ
Bν .

(p, q)-型テンソル：次のように変換する数の組 (Tµ1...µp
ν1...νq

)．

Tµ1...µp
ν1...νq

→

T ′ µ1...µp
ν1...νq =

∂yµ1

∂xα1
· · · ∂y

µp

∂xαp

∂xβ1

∂yν1
· · · ∂x

βq

∂yνq
Tα1...αp

β1...βq .
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル
なぜこのようなベクトル，テンソルの変換則を要求するのか？

反変ベクトルの正体は方向微分作用素．

【例】4元速度 uµ =
dxµ

dτ
は反変ベクトルである．

物体の軌道 xµ(τ)に沿ってのスカラー量 f(x)の変化の割合．

df(x(τ))

dτ
=

dxµ

dτ

∂f(x)

∂xµ
= uµ∂µf(x).

反変ベクトル (Aµ) ←→ 方向微分作用素 A = Aµ ∂

∂xµ
.

微分作用素そのものは座標変換で不変である．

A = Aµ ∂

∂xµ
= A′µ ∂

∂yµ
,

∂

∂xµ
=

∂yν

∂xµ

∂

∂yν
,

∴ A′µ =
∂yµ

∂xν
Aν .
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル
なぜこのようなベクトル，テンソルの変換則を要求するのか？

共変ベクトルの正体は 1形式（1微分形式）
（反変ベクトルをスカラーに写す線形写像）．

【例】スカラー値関数 f(x)の勾配 ∂µf は共変ベクトルである．
反変ベクトル A = Aµ∂µ に対し，

(∂µf)A
µ = ⟨∂µfdxµ|Aµ∂µ⟩ = ⟨df |A⟩( = Af ).

最右辺は微分作用素 A の関数 f への作用．

共変ベクトル (ωµ) ←→ 1形式 ω = ωµdx
µ

1形式そのものは座標変換で不変である．

ω = ωµdx
µ = ω′

µdy
µ, dxµ =

∂xµ

∂yν
dyν ,

∴ ω′
µ =

∂xν

∂yµ
ων .
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル

テンソル Tµ1···µp
ν1···νq

の正体．

T = Tµ1···µp
ν1···νq

∂

∂xµ1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xµp
⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνq .

p個の共変ベクトル（1形式）ω(1), . . . , ω(p)，q 個の反変ベクトル
A(1), . . . , A(q) をスカラーに写す多重線形写像．

T (ω(1), . . . , ω(p), A(1), . . . , A(q))

:= Tµ1···µp
ν1···νqω

(1)
µ1
· · ·ω(p)

µp
Aν1

(1) · · ·A
νq

(q).

多重線形写像 T は座標変換で不変であることから，テンソル成分に対する
変換則を得る．
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル
計量テンソルによる添字の上下．

反変ベクトル Aµ → 共変ベクトル Aµ := gµνA
ν .

共変ベクトル ωµ → 反変ベクトル ωµ := gµνωµ.

(2, 1)-型テンソル Tµν
ρ → (1, 2)-型テンソル Tµ

νρ := gνκT
µκ

ρ.

etc.
【Aµ := gµνA

ν が共変ベクトルの変換則に従うこと】
gµν が 2階共変テンソルであることを用いて，

Aµ → A′
µ = g′µνA

′ν

=

(
∂xα

∂yµ

∂xβ

∂yν
gαβ

)(
∂yν

∂xγ
Aγ

)
=

∂xα

∂yµ

∂xβ

∂yν

∂yν

∂xγ︸ ︷︷ ︸
δ
β
γ

gαβA
γ

=
∂xα

∂yµ
gαγA

γ =
∂xα

∂yµ
Aα.

□
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル

添字の上下で何を行っているのか？
反変ベクトル Aµ → 共変ベクトル Aµ := gµνA

ν .
反変ベクトル Aに次の線形写像（1形式）ωA を対応させること．

⟨ωA|X⟩ := g(A,X) (X : 反変ベクトル ).

共変ベクトル ωµ → 反変ベクトル ωµ := gµνωµ.
線形写像（1形式）ω に次を満たす反変ベクトル Aω を対応させること．

g(Aω, X) = ⟨ω|X⟩ ( ∀反変ベクトル X ).
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル

Einsteinの規約による縮約．
反変ベクトル Aµ，共変ベクトル Bµ → スカラー AµBµ．
2階反変テンソル Tλµ，共変ベクトル Aµ → 反変ベクトル TλµAµ．
etc.

【AµBµ がスカラーであること】

A′µB′
µ =

∂yµ

∂xν
Aν ∂x

ρ

∂yµ
Bρ

=
∂yµ

∂xν

∂xρ

∂yµ
AνBρ

= δρνA
νBρ = AνBν .

□
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル
一般相対論における座標変換は局所的に Lorentz変換になっている．

特殊相対論：Lorentz変換 Xµ → Y µ.

ηµν
∂Xµ

∂Y α

∂Xν

∂Y α
= ηαβ .

一般相対論：座標変換 xµ → yµ.

gµν(x)
∂xµ

∂yα
∂xν

∂yβ
= g̃αβ(y).

各時空点で座標系 xµ, yµ それぞれを局所 Lorentz座標に変換．
xµ → Xµ = Xµ(x), yµ → Y µ = Y µ(y),

gµν(x) = ηαβ
∂Xα

∂xµ

∂Xβ

∂xν
, g̃µν(y) = ηαβ

∂Y α

∂yµ
∂Y β

∂yν
.

この時，各時空点で次の式が成り立つ．

ηµν
∂Xµ

∂Y α

∂Xν

∂Y β
= ηαβ .
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Riemann空間，スカラー，ベクトル，テンソル
局所 Lorentz座標系 Xµ, Y µ は Lorentz変換で結ばれている．

ηµν
∂Xµ

∂Y α

∂Xν

∂Y β
= ηαβ .

【証明】

ηµν
∂Xµ

∂Y α

∂Xν

∂Y β
= ηµν

∂Xµ

∂xκ︸ ︷︷ ︸
(1)

∂xκ

∂yρ

∂yρ

∂Y α

∂Xν

∂xλ︸ ︷︷ ︸
(1)

∂xλ

∂yσ

∂yσ

∂Y β

= ηµν
∂Xµ

∂xκ

∂Xν

∂xλ︸ ︷︷ ︸
(1)

∂xκ

∂yρ

∂yρ

∂Y α

∂xλ

∂yσ

∂yσ

∂Y β

= gκλ(x)
∂xκ

∂yρ︸ ︷︷ ︸
(2)

∂yρ

∂Y α

∂xλ

∂yσ︸︷︷︸
(2)

∂yσ

∂Y β

= g̃ρσ(y)︸ ︷︷ ︸
(2)

∂yρ

∂Y α

∂yσ

∂Y β
= ηαβ .

□
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まとめ
特殊相対論 → 一般相対論．

慣性系 → 任意の座標系．
重力を扱う．

一般相対性原理：すべての座標系は同等．
すべての物理量はスカラー，ベクトル，テンソルで表される．
等価原理．
局所的に平坦なMinkowski空間に変換できる．→ 時空間の曲がり（重力）．
運動方程式（測地線方程式）．
（擬）Riemann空間におけるスカラー，ベクトル，テンソルとそれらの代数．

相対性理論
物理の話 → 巧みに数学の言葉に言い換えている．
相対論は古典物理学に対して「革命」をやっているわけではない．
古典論で守るべきもの・変えるべきものを慎重に選んで，
物理的原理をより深いところに置いている．
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