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今回の目的
Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の方程式．

これからゲージ場の理論の話をしようと思うが，電磁場を扱うのに Dirac 方程式
の話をする必要があるように思われる．
電磁場と古典力学は異なる座標変換則（Lorentz 変換 v.s. Galilei 変換）に
従う．
1 Dirac 方程式の導出．
Klein-Gordon 方程式 ! Dirac 方程式．

2 方程式を解いてみる．
3 正負エネルギー状態，スピンの存在．

以降は次回の話題．
1 Lorentz 変換に対する不変性．
2 電磁場 （可換）ゲージ変換に対する不変性．
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Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式
特殊相対論的自由粒子に対するエネルギー・運動量関係式．

E2 = c2p2 +m2c4;

E : エネルギー; p : 運動量; m : 質量; c : 真空中の光速度:

量子力学への移行：
E ! iℏ @

@t
; p! `iℏr:

Klein-Gordon 方程式
`ℏ2@

2 

@t2
= `ℏ2c24 +m2c4 :

Klein-Gordon 方程式の問題点
非負の確率密度がつくれない．
負のエネルギー．E = ˚

q

c2p2 +m2c4.
電子がより低いエネルギー状態に遷移して，原子の安定性が脅かされる．
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Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式

Schrödinger 方程式における確率密度保存則．

@ 

@t
=
iℏ
2m
4 ` i

ℏ
V (x) ;

@ ˜

@t
= ` iℏ

2m
4 ˜ + i

ℏ
V (x) ˜;

 ˜
@ 

@t
+  

@ ˜

@t
=
iℏ
2m
( ˜4 `  4 ˜)

=
iℏ
2m
r ´ ( ˜r `  r ˜);

+
@ȷ

@t
+r ´ j = 0;

確率密度 ȷ =  ˜ – 0;

確率密度流 j = ` iℏ
2m
( ˜r `  r ˜):
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Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式

Klein-Gordon 方程式の場合にも，確率密度保存則を無理やり作ってみる．
1

c2
@2 

@t2
= 4 `

„

mc

ℏ

«2

 ;
1

c2
@2 ˜

@t2
= 4 ˜ `

„

mc

ℏ

«2

 ˜:

+
@ȷ

@t
+r ´ j = 0;

確率密度 ȷ =
iℏ
2mc2

 

 ˜
@ 

@t
`  @ 

˜

@t

!

;

確率密度流 j = ` iℏ
2m
( ˜r `  r ˜):

確率密度は必ずしも ȷ – 0 となるとは限らない．
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Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式

確率密度保存則を作るためには，Schrödinger 方程式を見るとわかる
ように，方程式は時間 t について 1 階微分であることが望ましい．
相対論（Lorentz 変換）：時間と空間を対等に扱っている．
! 空間についても 1 階微分である．

そこで，量子力学方程式を次の形に想定する．

相対論的量子力学方程式
iℏ@ 
@t
= (`iℏc α ´ r+mc2˛) 

( α = (¸1; ¸2; ¸3) ):

解  は Klein-Gordon 方程式

`ℏ2@
2 

@t2
= `ℏ2c24 +m2c4 :

も満たしてほしい．
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Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式
 が前頁の相対論的量子力学方程式の解ならば，

`ℏ2 @
2 

@t2
= (`iℏc α ´ r+mc2˛)2 

= ` ℏ2c2
ˆ

(¸1)2@21 + (¸
2)2@22 + (¸

3)2@23
˜

 

` ℏ2c2
X

i<j

(¸i¸j + ¸j¸i)@i@j 

` iℏc
ˆ

(¸1˛ + ˛¸1)@1 + (¸
2˛ + ˛¸2)@2 + (¸

3˛ + ˛¸3)@3
˜

 

+m2c4˛2 :

これが次の Klein-Gordon 方程式と一致してほしい．

`ℏ2@
2 

@t2
= `ℏ2c24 +m2c4 :

∴ ¸i¸j + ¸j¸i = 2‹ij; ¸i˛ + ˛¸i = 0; ˛2 = 1;

‹ij =

8

<

:

1 i = j

0 i 6= j
（Kronecker のデルタ）:
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Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式

¸i¸j + ¸j¸i = 2‹ij; ¸i˛ + ˛¸i = 0; ˛2 = 1:

これを満たす係数 ¸1; ¸2; ¸3; ˛ を探す．
¸i; ˛ はただの数ではありえない．! ¸i; ˛ は Hermite 行列である．

Hamiltonian は Hermite 演算子である．

¸i; ˛ は少なくとも 4 次の正方行列である．

¸i; ˛ は˚1 を固有値にもつ．
∵ (¸i)2 = ˛2 = I:

Tr¸i = Tr ˛ = 0.
∵ ¸i˛ + ˛¸i = 0 と ˛2 = 1 より，¸i = `˛¸i˛,

Tr¸i = `Tr(˛¸i˛) = `Tr(˛2¸i) = `Tr¸i;

よって，Tr¸i = 0．同様にして，Tr ˛ = 0.

¸i; ˛ は偶数次& Tr = 0 の Hermite 行列である．
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Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式

¸i¸j + ¸j¸i = 2‹ij; ¸i˛ + ˛¸i = 0; ˛2 = 1:

2 次正方行列の場合はどうか？
Pauli 行列：ffiffj + ffjffi = 2‹ij を満たす．

ff1 =

 

0 1
1 0

!

; ff2 =

 

0 `i
i 0

!

; ff3 =

 

1 0
0 `1

!

:

しかし，˛ はどうとるか？
次の線型空間は R 上 3 次元である．

f 2ˆ 2 複素 Hermite 行列 A j TrA = 0 g :

4 個の f¸1; ¸2; ¸3; ˛g は R 上線型独立であることが簡単に示される．

2 次正方行列の範囲では，所望の ¸i; ˛ は見つけられない．

11 / 26



Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式

¸i¸j + ¸j¸i = 2‹ij; ¸i˛ + ˛¸i = 0; ˛2 = 1:

2 次正方行列の場合はどうか？
Pauli 行列：ffiffj + ffjffi = 2‹ij を満たす．

ff1 =

 

0 1
1 0

!

; ff2 =

 

0 `i
i 0

!

; ff3 =

 

1 0
0 `1

!

:

しかし，˛ はどうとるか？
次の線型空間は R 上 3 次元である．

f 2ˆ 2 複素 Hermite 行列 A j TrA = 0 g :

4 個の f¸1; ¸2; ¸3; ˛g は R 上線型独立であることが簡単に示される．

2 次正方行列の範囲では，所望の ¸i; ˛ は見つけられない．

11 / 26



Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式

¸i¸j + ¸j¸i = 2‹ij; ¸i˛ + ˛¸i = 0; ˛2 = 1: (1)

4 次正方行列の場合，所望の ¸i; ˛ が見つけられる．

【例】Dirac 表示（標準表示）

α =

 

0 σ
σ 0

!

; i.e.; ¸i =

 

0 ffi

ffi 0

!

( i = 1; 2; 3 );

ff1 =

 

0 1
1 0

!

; ff2 =

 

0 `i
i 0

!

; ff3 =

 

1 0
0 `1

!

（Pauli 行列）;

˛ =

 

I2 0
0 `I2

!

( I2 : 2 次単位行列 )

˜ (1) を満たす 4ˆ 4Hermite 行列は，上の (¸i; ˛) とユニタリ同値なもの
(Uy¸iU; Uy˛U)（U はユニタリ行列）に限る．
˜ この他よく使われる行列 ¸i; ˛ として，カイラル表示（Weyl 表示）がある．

12 / 26



Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式
【まとめ】

Dirac 方程式
iℏ@ 
@t
=
“

`iℏc α ´ r+ ˛mc2
”

 :

解  は 4 成分 “ベクトル” である．
α = (¸1; ¸2; ¸3), ˛ は次を満たす 4ˆ 4 行列である．

f¸i; ¸jg = 2‹ij; f¸i; ˛g = 0; ˛2 = 1:

¸i; ˛ の例：Dirac 表示，または，標準表示

¸i =

 

0 ffi

σi 0

!

( i = 1; 2; 3 ); ˛ =

 

I2 0
0 `I2

!

;

ff1 =

 

0 1
1 0

!

; ff2 =

 

0 `i
i 0

!

; ff3 =

 

1 0
0 `1

!

（Pauli 行列）:
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Dirac 方程式：特殊相対論的量子力学の基礎方程式
Dirac 方程式からは確率密度保存則を導くことができる．

Dirac 方程式 @ 

@t
= `cα ´ r + mc2

iℏ
˛ ;

その Hermite 共役 @ y

@t
= `cr y ´ α` mc2

iℏ
 y˛:

ȷ =  y とおくと，
@ȷ

@t
=
@ y

@t
 +  y

@ 

@t
= `cr ´ ( yα ):

確率密度保存則
@ȷ

@t
+r ´ j = 0;

ȷ =  y 確率密度 ( ȷ – 0 );
j = c yα 確率密度の流れ:

˜ (j—) = (cȷ; j) は相対論的 4 元ベクトルである．
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Dirac 方程式の解

Dirac 方程式
iℏ@ 
@t
= (`iℏc α ´ r+ ˛mc2) :

解  は 4 成分 “ベクトル” である．

 =  (x) =

 

’(x)
ffl(x)

!

=

0

B

B

B

B

@

’1(x)
’2(x)
ffl1(x)
ffl2(x)

1

C

C

C

C

A

“

x = (ct; x1; x2; x3)
”

:

8

>

>

>

<

>

>

>

:

iℏ @
@t
’(x) =mc2’(x)` iℏc σ ´ rffl(x);

iℏ @
@t
ffl(x) = ` iℏc σ ´ r’(x)`mc2ffl(x):
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Dirac 方程式の解

8

>

>

>

<

>

>

>

:

iℏ @
@t
’(x) =mc2’(x)` iℏc σ ´ rffl(x);

iℏ @
@t
ffl(x) = ` iℏc σ ´ r’(x)`mc2ffl(x):

 

’(x)
ffl(x)

!

= exp

 

i

ℏ
(p ´ x` Et)

! 

’
ffl

!

を代入すると，
8

<

:

E’ =mc2’+ c (σ ´ p)ffl;
Effl = c (σ ´ p)’`mc2ffl:

(2)

(2) より，特殊相対論のエネルギー・運動量関係式が再現される．

E2 = c2p2 +m2c4
„

E = ˚
q

c2p2 +m2c4
«

:
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Dirac 方程式の解
ふたつの二成分関数 ’, ffl は何を意味しているか？
それを調べるため，静止状態 ( p = 0 ) の解を考える．

8

<

:

E’ = mc2’;

Effl = `mc2ffl:

正エネルギー状態：E = mc2 の場合，

 =

 

’
0

!

( ffl = 0 ):

負エネルギー状態：E = `mc2 の場合，

 =

 

0
ffl

!

( ’ = 0 ):

負エネルギー問題は解決していない？
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Dirac 方程式の解
Dirac の空孔理論：負エネルギーの解釈．

真空状態 粒子がある状態

真空状態：負エネルギー状態 ( E < 0 ) は満杯である（Dirac の海）．
エネルギー E0 の粒子（電子）がある状態：
Dirac の海からエネルギー `E0 の状態が空き，「正孔（反粒子）」（陽電子）
ができる．

˜ 現在は Dirac 空孔理論は，場の量子論が確立するまでの過渡的な理論とされる．
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非相対論的極限

Dirac 方程式の解．

 =

 

’
ffl

!

; ’ =

 

’1

’2

!

; ffl =

 

ffl1

ffl2

!

:

’; ffl の二つの成分は何を意味しているのだろう？
非相対論的極限を考えることにより，これはスピンを意味することがわかる．

電磁場中の荷電粒子に対する Dirac 方程式

iℏ@ 
@t
=
»

`iℏc α ´
„

r` i q
ℏ
A(x)

«

+mc2˛ + q˘(x)
–

 ;

˘(x) : スカラーポテンシャル; A(x) : ベクトルポテンシャル:

波動関数  (x) から静止エネルギーmc2 を分離する．

 (x) = exp

 

` i
ℏ
mc2t

! 

’
ffl

!

:
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ℏ
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’
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非相対論的極限

iℏ@’
@t
= ` iℏcσ ´

„

r` i q
ℏ
A(x)

«

ffl+ q˘(x)’; (3)

iℏ@ffl
@t
= ` iℏcσ ´

„

r` i q
ℏ
A(x)

«

’+
h

q˘(x)` 2mc2
i

ffl: (4)

(4) の非相対論的極限（青字を無視する）

ffl = ` iℏ
2mc

σ ´
„

r` i q
ℏ
A(x)

«

’: (5)

(5) を (3) に代入して，

iℏ@’
@t
= ` ℏ

2

2m

»

σ ´
„

r` i q
ℏ
A(x)

«–2

’+ q˘(x)’:
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非相対論的極限

iℏ@’
@t
= ` ℏ

2

2m

»

σ ´
„

r` i q
ℏ
A(x)

«–2

’+ q˘(x)’:

公式
(σ ´ a)(σ ´ b) = (a ´ b)I + iσ ´ (aˆ b)

を用いると，
»

σ ´
„

r` i q
ℏ
A(x)

«–2

’ =
„

r` i q
ℏ
A(x)

«2

’+
q

ℏ
σ ´ rotA

| {z }

B

’;

Pauli 方程式
電磁場中の荷電粒子に対する非相対論的量子力学方程式．

iℏ@’
@t
= ` ℏ

2

2m

„

r` i q
ℏ
A(x)

«2

’` qℏ
2m

σ ´ B’+ q˘(x)’:

23 / 26



非相対論的極限
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ℏ
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非相対論的極限

Pauli 方程式

iℏ@’
@t
= ` ℏ

2

2m

„

r` i q
ℏ
A(x)

«2

’` qℏ
2m

σ ´ B’
| {z }

Stern-Gerlach 項

+ q˘(x)’:

磁場 B の方向に z = x3 軸をとると，

σ ´ B = B

 

1 0
0 `1

!

;

(σ ´ B)
 

’1

0

!

= B

 

’1

0

!

; (σ ´ B)
 

0
’2

!

= `B
 

0
’2

!

:

’ の 2 個の成分はスピンを表すことがわかった．
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まとめ

特殊相対論的量子力学方程式：Dirac 方程式．
Klein-Gordon 方程式．
負エネルギー，確率密度 – 0 とならない．! Dirac 方程式．
Dirac 方程式は時間・空間座標について 1 階の微分方程式である．
Dirac 方程式では非負の確率密度がつくれる．
負エネルギー．! Dirac の空孔理論．
Dirac 方程式の解は 4 成分を持つ “ベクトル” である．
! スピンに対応（非相対論的極限）．

次回の内容．
Dirac 方程式の Lorentz 変換に対する共変性．
可換ゲージ場としての電磁場．

Thank you!
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